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ΔΙΑΛΕΞΗ 11Η

• Πόλοι & Μηδενικά
• Συστήματα στο χώρο του Ζ
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• Μετασχηματισμός Ζ (επανάληψη)

𝑋 𝑧 =  

𝑛=−∞

+∞

𝑥 𝑛 𝑧−𝑛

• Πεδίο Σύγκλισης: περιοχή του μιγαδικού επιπέδου όπου ο μετασχ. Ζ συγκλίνει

• Σχέση μετασχ. Ζ με μετασχ. Fourier
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• Ιδιότητες Μετασχ. Ζ (επανάληψη)
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• Ιδιότητες Μετασχ. Ζ

• Ένα πολύ σημαντικό συμπέρασμα που προκύπτει από τις ιδιότητες του Μετ. Ζ είναι:

• Θα θυμάστε παρόμοια διαδικασία από τον DTFT…

• …μόνο που τώρα καλύπτουμε μεγαλύτερη «γκάμα» σημάτων 

• Ξανά, αυτή η διαδικασία θα έχει πολύ μεγάλη χρησιμότητα στη μελέτη των 
συστημάτων που θα ακολουθήσει

𝑥 𝑛 𝑦 𝑛 𝑐 𝑛* =

𝑋(𝑧) 𝑌(𝑧) 𝐶(𝑧)
. =

Z Ζ 𝑍
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• Κατηγορίες σημάτων και Περιοχή Σύγκλισης

𝑥 𝑛 = 0,
𝑛 < 𝑛0

𝑥 𝑛 = 0,
𝑛 > 𝑛0

Δεξιόπλευρο Εξωστρεφές ROC

Αριστερόπλευρο Εσωστρεφές ROC

Αμφίπλευρο  Δακτυλιοειδές ROC
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• Κατηγορίες σημάτων και Περιοχή Σύγκλισης

𝑥 𝑛 = 0,
𝑛 < 0

𝑥 𝑛 = 0,
𝑛 > 0

Αντι-αιτιατό  Εσωστρεφές ROC

Μη αιτιατό  Δακτυλιοειδές ROC

Αιτιατό  Εξωστρεφές ROC
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• Ιδιότητες Πεδίου Σύγκλισης (ROC)

1. Το ROC μπορεί να είναι α) ένας δακτύλιος, β) μια περιοχή εκτός ενός κυκλικού δίσκου, γ) ένας 
κυκλικός δίσκος, (δ) όλο το μιγαδικό επίπεδο εκτός ίσως των 𝑧 = 0 ή 𝑧 = ∞

2. Το ROC δεν περιέχει πόλους!

3. Το ROC πρέπει να είναι μια συνεκτική περιοχή του μιγαδικού επιπέδου.

4. Αν το σήμα έχει πεπερασμένη διάρκεια στο χρόνο, τότε το ROC περιλαμβάνει όλο το μιγαδικό 
επίπεδο, πλην ίσως των σημείων 𝑧 = 0 ή 𝑧 = ∞

5. Αν το σήμα είναι δεξιόπλευρο, τότε το ROC του είναι εξωστρεφές, δηλ. της μορφής

𝑧 > max 𝑝𝑘
με 𝑝𝑘 τους πόλους του σήματος

a) Το 𝑧 = ∞ δεν περιλαμβάνεται στο πεδίο σύγκλισης αν το σήμα δεν είναι αιτιατό
b) Το 𝑧 = ∞ περιλαμβάνεται στο πεδίο σύγκλισης αν το σήμα είναι αιτιατό

6. Αν το σήμα είναι αριστερόπλευρο, τότε το ROC του είναι εσωστρεφές, δηλ. της μορφής 

𝑧 < min 𝑝𝑘
με 𝑝𝑘 τους πόλους του σήματος

a) Το 𝑧 = 0 δεν περιλαμβάνεται στο πεδίο σύγκλισης αν το σήμα δεν είναι αντι-αιτιατό
b) Το 𝑧 = 0 περιλαμβάνεται στο πεδίο σύγκλισης αν το σήμα είναι αντι-αιτιατό

7. Αν το σήμα είναι αμφίπλευρο, τότε το ROC του είναι ένας δακτύλιος, δηλ. της μορφής 

|𝑝𝑖| < 𝑧 < |𝑝𝑗|

με 𝑝𝑖, 𝑝𝑗 δυο πόλους του σήματος με 𝑝𝑖 < |𝑝𝑗|
o Πρέπει ασφαλώς να ικανοποιείται η ιδιότητα 2.
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• Ζεύγη Μετασχηματισμών Ζ Πεπερασμένης 
διάρκειας
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• Ιδιότητες Πεδίου Σύγκλισης (ROC)
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• Διάγραμμα Πόλων – Μηδενικών

• Γνωρίζουμε ήδη (διαισθητικά) τη σημασία των πόλων και των μηδενικών στο μετασχ. Ζ

• Η αναπαράσταση των πόλων και μηδενικών στο μιγαδικό επίπεδο συνιστά το περίφημο 
διάγραμμα πόλων-μηδενικών

• Ας μιλήσουμε λίγο περισσότερο για αυτό το διάγραμμα

• Έστω ότι έχουμε ένα ρητό μετασχ. Ζ 

𝑋 𝑧 =
𝑎0 + 𝑎1𝑧

−1 + 𝑎2𝑧
−2 + … + 𝑎𝑀𝑧

−𝑀

𝑏0 + 𝑏1𝑧
−1 + 𝑏2𝑧

−2 + …+ 𝑏𝑁𝑧
−𝑁

• Παραγοντοποιώντας

𝑋 𝑧 =
𝑎0
𝑏0
𝑧𝑁−𝑀
 𝑘=1
𝑀 (𝑧 − 𝜉𝑘)

 𝑙=1
𝑁 (𝑧 − 𝜓𝑙)

• Προφανώς, τα 𝜉𝑘 , 𝜓𝑙 είναι τα μηδενικά και οι πόλοι αντίστοιχα

• Είναι εμφανές ότι υπάρχουν Μ μηδενικά και Ν πόλοι

• Όμως υπάρχει και ο όρος 𝑧𝑁−𝑀! Ας τον δούμε…
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• Διάγραμμα Πόλων – Μηδενικών

𝑋 𝑧 =
𝑎0
𝑏0
𝑧𝑁−𝑀
 𝑘=1
𝑀 (𝑧 − 𝜉𝑘)

 𝑙=1
𝑁 (𝑧 − 𝜓𝑙)

• Αν 𝛮 > 𝛭 τότε υπάρχουν επιπλέον 𝛮 −𝛭 μηδενικά στο 𝑧 = 0

• Αν 𝛮 < 𝛭 τότε υπάρχουν επιπλέον 𝛭 −𝛮 πόλοι στο 𝑧 = 0

• Άρα βλέπετε ότι κάθε ρητός μετασχ. Ζ έχει τον ίδιο αριθμό πόλων και μηδενικών!

• Αν τώρα

𝑋 𝑧 =
𝑎0
𝑏0

 𝑘=1
𝑀 (𝑧 − 𝜉𝑘)

 𝑙=1
𝑁 (𝑧 − 𝜓𝑙)

=
𝑎0
𝑏0
𝑧𝑀−𝑁
 𝑘=1
𝑀 1 −

𝜉𝑘
𝑧

 𝑙=1
𝑁 1 −

𝜓𝑙
𝑧

τότε

• Αν 𝛮 > 𝛭, τότε lim
𝑧→∞
𝑋 𝑧 = 0, οπότε υπάρχουν επιπλέον 𝛮 −𝛭 μηδενικά στο 𝑧 = ∞

• Αν 𝛮 < 𝛭, τότε lim
𝑧→∞
𝑋 𝑧 = ∞, οπότε υπάρχουν επιπλέον 𝛭 −𝛮 πόλοι στο 𝑧 = ∞

• Ξανά, όσοι πόλοι, τόσα μηδενικά!
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• Διάγραμμα Πόλων – Μηδενικών
• Παράδειγμα:

o Σχεδιάστε το διάγραμμα πόλων-μηδενικών του μετασχηματισμού

𝑋 𝑧 =
1 − 2𝑧−1

1 + 3𝑧−1 + 2𝑧−2
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• Διάγραμμα Πόλων – Μηδενικών
• Παράδειγμα:

o Σχεδιάστε το διάγραμμα πόλων-μηδενικών του μετασχηματισμού

𝑋 𝑧 =
1 − 2𝑧−1 + 3𝑧−2

1 − 3𝑧−1 + 2𝑧−2
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• Διάγραμμα Πόλων – Μηδενικών
• Παράδειγμα:

o Σχεδιάστε το διάγραμμα πόλων-μηδενικών του μετασχηματισμού

𝑋 𝑧 =
𝑧2 − 3𝑧

𝑧 + 1
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ

• Ορισμός: 

𝑥 𝑛 =
1

2𝜋𝑗
 

𝐶

𝑋 𝑧 𝑧𝑛−1𝑑𝑧

• Στα πλαίσια των σημάτων και συστημάτων χρησιμοποιούνται εναλλακτικά τρεις τρόποι 
υπολογισμού του αντιστρόφου

1. Το ανάπτυγμα σε δυναμοσειρές

2. Τη μακρά διαίρεση

3. Το ανάπτυγμα σε μερικά κλάσματα

Θα επικεντρωθούμε μόνο στην τελευταία, καθώς σχετίζεται στενά με τα ΓΧΑ συστήματα και 
την ιδιότητα της συνέλιξης

◦ Για κάθε μέθοδο μπορείτε να δείτε τις σημειώσεις σας
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ

• Η γενική μορφή ενός μετασχ. Ζ των σημάτων που είδαμε είναι 

𝑋 𝑧 =
𝑃 𝑧

𝑄 𝑧
=
𝑏0
𝑎0

 𝑘=1
𝑀 (1 − 𝑐𝑘𝑧

−1)

 𝑘=1
𝑁 (1 − 𝑑𝑘𝑧

−1)

• Μπορούμε να διασπάσουμε το παραπάνω κλάσμα ως

𝑋 𝑧 =  

𝑟=0

𝑀−𝑁

𝐵𝑟𝑧
−𝑟 +  

𝑘=1,𝑘≠𝑖

𝑁
𝐴𝑘

1 − 𝑑𝑘𝑧
−1
+  

𝑚=1

𝐿
𝐶𝑚

1 − 𝑑𝑖𝑧
−1 𝑚

όπου
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ
• Παράδειγμα:

oΒρείτε τον αντίστροφο Μετασχ. Ζ του 

𝑋 𝑧 =
1 + 2𝑧−1 + 𝑧−2

1 −
1
2
𝑧−1 1 − 𝑧−1

, 𝑧 <
1

2
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ
• Παράδειγμα:



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήματος

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ
• Παράδειγμα:
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ
• Παράδειγμα:

oΒρείτε τον αντίστροφο Μετασχ. Ζ του 

𝑋 𝑧 =
1

1 −
1
2
𝑧−1

2

1 − 𝑧−1
, 𝑧 > 1
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ
• Παράδειγμα:



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήματος

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ
• Παράδειγμα:
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Ζ
• Παράδειγμα:
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