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΄Ασκηση 1.

(αʹ) Μπορούµε να ϐρούµε εύκολα την κρουστική απόκριση ϑέτοντας x[n] = δ[n], και τότε

h[n] = δ[n] + 2δ[n− 1] + δ[n− 2] (1)

(ϐʹ) Το σύστηµα είναι πεπερασµένης κρουστικής απόκρισης (FIR) και άρα ικανοποιεί τη συνθήκη ευστάθειας∑
|h[n]| < +∞ (2)

(γʹ) ΄Εχουµε

H(ejω) =
+∞∑

n=−∞
(δ[n] + 2δ[n− 1] + δ[n− 2])e−jωn = 1 + 2e−jω + e−j2ω (3)

Μπορούµε να γράψουµε

H(ejω) = e−jω(ejω + 2 + e−jω) = e−jω(2 + 2 cos(ω)) = 2e−jω(1 + cos(ω)) (4)

(δʹ) Για την απόκριση πλάτους, έχουµε

|H(ejω)| = |2e−jω(1 + cos(ω))| = 2|e−jω||(1 + cos(ω))| = 2|1 + cos(ω)| (5)

ενώ για την απόκριση ϕάσης

̸ H(ejω) = ̸ 2 + ̸ e−jω + ̸ (1 + cos(ω)) = 0 + (−ω) + 0 = −ω (6)

καθώς ο όρος 1 + cos(ω) είναι ≥ 0 για κάθε ω. ∆είτε το Σχήµα 1.

(εʹ) Το νέο σύστηµα ϑα έχει κρουστική απόκριση (µε χρήση της ιδιότητας µετατόπισης στη συχνότητα) ως

H1(e
jω) = H(ej(ω−π))←→ h1[n] = ejπnh[n] = (−1)nh[n] = δ[n]− 2δ[n− 1] + δ[n− 2] (7)

Εναλλακτικά
H1(e

jω) = H(ej(ω−π)) = H(ejωe−jπ) = H(−ejω) (8)

κι από το ερώτηµα (γ) ϑα έχουµε

H1(e
jω) = 1 + 2e−jω + e−j2ω

∣∣∣
ejω :=−ejω

= 1− 2e−jω + (−e−jω)(−e−jω) = 1− 2e−jω + e−j2ω (9)

και επιστρέφοντας στο χρόνο
h1[n] = δ[n]− 2δ[n− 1] + δ[n− 2] (10)
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Σχήµα 1: Απόκριση πλάτους και ϕάσης ’σκησης 1.

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Αν

X(ejω) =
3

(1− 0.5e−jω)4
(11)

τότε
+∞∑

n=−∞
x[n] =

+∞∑
n=−∞

x[n]e−jωn
∣∣∣
ω=0

= X(ejω)
∣∣∣
ω=0

(12)

΄Αρα
+∞∑

n=−∞
x[n] = X(ej0) =

3

(1− 0.5)4
=

3

(0.5)4
= 48 (13)

(ϐʹ) Αν
X(ejω) = cos3(4ω) (14)

τότε
+∞∑

n=−∞
(−1)nx[n] =

+∞∑
n=−∞

x[n]ejωn
∣∣∣
ω=π

= X(ejπ) (15)

΄Αρα
+∞∑

n=−∞
(−1)nx[n] = X(ejπ) = cos3(4π) = (1)3 = 1 (16)

(γʹ) Είναι ∫ π

−π

1

1− 0.25e−jω
ejωdω =

∫ π

−π

1

1− 0.25e−jω
ejωndω

∣∣∣
n=1

= 2π(0.25)nu[n]
∣∣∣
n=1

= 2π0.25 = 0.5π (17)
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΄Ασκηση 3.

Το σύστηµα h[n] είναι µια καθυστερηµένη κατά n0 = 1 δείγµατα και κλιµακωµένη κατά A = 4 έκδοση του γνωστού
χαµηλοπερατού ϕίλτρου

hlp[n] =
sin(nπ/2)

nπ
←→ Hlp(e

jω) =

{
1, |ω| < π

2
0, αλλού

(18)

Από τις ιδιότητες του µετασχ. Fourier έχουµε

h[n] = 4hlp[n− 1]←→ H(ejω) = 4Hlp(e
jω)e−jω =

{
4e−jω, |ω| < π

2
0, αλλού

(19)

µε

|H(ejω)| = 4 (20)
̸ H(ejω) = −ω (21)

για |ω| < π
2 .

Είναι εµφανές ότι το ϕίλτρο αυτό κόβει συχνότητες που είναι εκτός του διαστήµατος (−π/2, π/2). ΄Αρα η συνι-
στώσα 8 sin

(
3πn
4 −

π
5

)
δε ϑα περάσει στην έξοδο. ΄Αρα στην έξοδο ϑα έχουµε (από την ιδιότητα της ιδιοσυνάρτησης)

ότι

y[n] = 2|H(ejπ/4)| cos
(πn

4
+ ̸ H(ejπ/4)

)
(22)

= 2× 4 cos
(πn

4
− π

4

)
(23)

= 8 cos
(π
4
(n− 1)

)
(24)

΄Ασκηση 4.

(αʹ) Είναι
2Y (ejω)− e−j2ωY (ejω) = e−jωX(ejω) + 3e−j2ωX(ejω) + 2e−j3ωX(ejω) (25)

και διαιρώντας µε X(ejω) έχουµε

Y (ejω)

X(ejω)
= H(ejω) =

1

2
e−jω 1 + 3e−jω + 2e−j2ω

1− 1
2e

−j2ω
(26)

(ϐʹ) Τα συστήµατα σε σειρά δίνουν συνολική απόκριση πλάτους ίση µε το γινόµενο των επιµέρους αποκρίσεων
πλάτους. Το πρώτο σύστηµα έχει απόκριση πλάτους

|H1(e
jω)| =

∣∣∣ e−jω − 1
2

1− 1
2e

−jω

∣∣∣ = |e−jω − 1
2 |

|1− 1
2e

−jω|
= 1 (27)

αφού ο αριθµητής |e−jω − 1
2 | = |e

−jω||1 − 1
2e

jω| = |1 − 1
2e

jω| = |1 − 1
2e

−jω|, ως συζυγείς παραστάσεις. Το
δεύτερο σύστηµα έχει απόκριση σε συχνότητα

H2(e
jω) = 1−Hlp(e

jω) (28)

µε

Hlp(e
jω) =

{
1, |ω| < π

4
0, π

4 < |ω| < π
(29)

΄Αρα η απόκριση πλάτους του ϑα είναι

|H2(e
jω)| =

{
0, |ω| < π

4
1, αλλού

(30)

Συνολικά λοιπόν

|H1(e
jω)||H2(e

jω)| = 1× |H2(e
jω)| =

{
0, |ω| < π

4
1, π

4 < |ω| < π
(31)


