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΄Ασκηση 1.

Είναι

s[n] =
n∑

k=−∞
h[k] =

n∑
k=−∞

ρku[k] (1)

=
n∑

k=0

ρk =
1− ρn+1

1− ρ
(2)

για n ≥ 0. Οπότε

s[n] =
1− ρn+1

1− ρ
u[n] (3)

΄Ασκηση 2.

i. Είναι εµφανές από το σχήµα ότι

h[n] = h1[n] ∗ (h2[n] + h3[n]) = h1[n] ∗ h2[n] + h1[n] ∗ h3[n] (4)

λόγω της επιµεριστικής ιδιότητας της συνέλιξης.

ii. Θα είναι

h1[n] ∗ h2[n] =
(1
2

)n
u[n+ 2] ∗ δ[n] =

(1
2

)n
u[n+ 2] (5)

λόγω ιδιοτήτων της συνάρτησης ∆έλτα. Επίσης

h1[n] ∗ h3[n] =
+∞∑

k=−∞

(1
2

)k
u[k + 2]u[n− k − 1] =

n−1∑
k=−2

(1
2

)k
(6)

=

(
1
2

)−2
−
(
1
2

)n
1− 1

2

=
4−

(
1
2

)n
1
2

(7)

= 8− 2
(1
2

)n
, n ≥ −1 (8)

αφού
u[k + 2]u[n− k − 1] = 1, για − 2 ≤ k ≤ n− 1 =⇒ n ≥ −1 (9)

κι έτσι
h1[n] ∗ h3[n] = 8−

(1
2

)n−1
u[n+ 1] (10)

Οπότε συνολικά

h[n] =
(1
2

)n
u[n+ 2] +

(
8−

(1
2

)n−1)
u[n+ 1] (11)



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2024/Πρώτη Σειρά Ασκήσεων - Λύσεις 2

΄Ασκηση 3.

i. � Γραµµικότητα: Για είσοδο x1[n] έχουµε έξοδο

y1[n] = nx1[n+ 2]

Για είσοδο x2[n], η έξοδος είναι
y2[n] = nx2[n+ 2]

Για είσοδο ax1[n] + bx2[n] η έξοδος είναι

y[n] = n(ax1[n+ 2] + bx2[n+ 2]) = nax1[n+ 2] + nbx2[n+ 2] = ay1[n] + by2[n]

΄Αρα το σύστηµα είναι γραµµικό.

� Ευστάθεια : αν |x[n]| < Bx, τότε |y[n]| = |n||x[n+ 2]| < |n|Bx → +∞, για µεγάλα n. ΄Αρα είναι ασταθές.

� Αιτιατότητα : η έξοδος εξαρτάται από µελλοντικές χρονικές στιγµές της εισόδου, άρα το σύστηµα δεν είναι
αιτιατό.

� Χρονική Αµεταβλητότητα: για είσοδο x1[n] = x[n− n0], η έξοδος ϑα είναι

y[n] = nx[n− n0 + 2]

Η έξοδος για n := n− n0 είναι

y[n− n0] = (n− n0)x[n− n0 + 2] ̸= nx[n− n0 + 2]

άρα το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό.

ii. � Γραµµικότητα: Για είσοδο x1[n] έχουµε έξοδο

y1[n] = sin(x1[n+ 1])− x1[n]

Για είσοδο x2[n], η έξοδος είναι
y2[n] = sin(x2[n+ 1])− x2[n]

Για είσοδο ax1[n] + bx2[n] η έξοδος είναι

y[n] = sin((ax1[n+ 1] + bx2[n+ 1]))− (ax1[n] + bx2[n]) ̸= ay1[n] + by2[n]

΄Αρα το σύστηµα είναι µη-γραµµικό.

� Ευστάθεια : αν |x[n]| < Bx, τότε

|y[n]| = | sin(x[n+ 1])− x[n]| ≤ | sin(x[n+ 1])|+ |x[n]| ≤ 1 + |x[n]| < 1 +Bx

αρα το σύστηµα είναι ευσταθές.

� Αιτιατότητα : η έξοδος εξαρτάται από µελλοντικές χρονικές στιγµές της εισόδου, άρα το σύστηµα είναι µη
αιτιατό.

� Χρονική Αµεταβλητότητα: για είσοδο x1[n] = x[n− n0], η έξοδος ϑα είναι

y[n] = sin(x[n− n0 + 1])− x[n− n0]

Η έξοδος για n := n− n0 είναι

y[n− n0] = sin(x[n− n0 + 1])− x[n− n0]

άρα το σύστηµα είναι χρονικά αµεταβλητό.
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iii. � Γραµµικότητα: Για είσοδο x1[n] έχουµε έξοδο y1[n] = 2x1[2
n]. Για είσοδο x2[n], η έξοδος είναι

y2[n] = 2x2[2
n]

Για είσοδο ax1[n] + bx2[n] η έξοδος είναι

y[n] = 2(ax1[2
n] + bx1[2

n]) = 2ax1[2
n] + 2bx2[2

n]

΄Αρα το σύστηµα είναι γραµµικό.

� Ευστάθεια : αν |x[n]| < Bx, τότε
|y[n]| = 2|x[2n]| < 2Bx

αρα το σύστηµα είναι ευσταθές.

� Αιτιατότητα : η έξοδος εξαρτάται από µελλοντικές χρονικές στιγµές της εισόδου, άρα το σύστηµα είναι µη
αιτιατό (π.χ.y[2] = 2x[4]).

� Χρονική Αµεταβλητότητα: για είσοδο
x1[n] = x[n− n0]

η έξοδος ϑα είναι
y[n] = 2x[2n − n0]

Η έξοδος για n := n− n0 είναι
y[n− n0] = 2x[2n−n0 ]

άρα το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό.

΄Ασκηση 4.

(αʹ) Είναι

c[n] =
+∞∑

k=−∞
u[k − 3]u[n− k] =

n∑
k=3

1 = (n− 3 + 1) = n− 2, n ≥ 3 (12)

αφού
u[k − 3]u[n− k] = 1, 3 ≤ k ≤ n (13)

΄Αρα
c[n] = (n− 2)u[n− 3] (14)

(ϐʹ) Είναι

c[n] =

+∞∑
k=−∞

(1
2

)k
u[k − 2]u[n− k] =

n∑
k=2

(1
2

)k
(15)

=

(
1
2

)2
−
(
1
2

)n+1

1− 1
2

=
1

2
− 2
(1
2

)n+1
, n ≥ 2 (16)

αφού
u[k − 2]u[n− k] = 1, 2 ≤ k ≤ n (17)

΄Αρα

c[n] =
(1
2
−
(1
2

)n)
u[n− 2] (18)
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(γʹ) Η γραφική λύση είναι διαισθητικότερη σε αυτήν την άσκηση αλλά ας δοκιµάσουµε την αλγεβρική λύση. Είναι

c[n] =

+∞∑
k=−∞

y[k]x[n− k] =

+∞∑
k=−∞

y[k]u[n− k − 2] (19)

=
−1∑

k=−∞
u[n− k − 2]γk +

+∞∑
k=0

u[n− k − 2]ψk (20)

Η ϐηµατική u[n− k − 2] είναι ίση µε 1, αν k ≤ n− 2. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :

� n− 2 < 0: τότε

c[n] =
n−2∑

k=−∞
γk =

+∞∑
k=2−n

(γ−1)k =
γn−2

1− γ−1
=
γn−1

γ − 1
, |γ| > 1 (21)

� n− 2 ≥ 0: τότε

c[n] =
−1∑

k=−∞
γk +

n−2∑
k=0

ψk =
+∞∑
k=1

γ−k +
n−2∑
k=0

ψk (22)

=
γ−1

1− γ−1
+

1− ψn−1

1− ψ
=

1

γ − 1
+

1− ψn−1

1− ψ
, |ψ| < 1 (23)

ωστε το δεύτερο άθροισµα να συγκλίνει. Συνολικά

c[n] =
γn−1

γ − 1
u[−n+ 1] +

( 1

γ − 1
+

1− ψn−1

1− ψ

)
u[n− 2] (24)

΄Ασκηση 5.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της οµογενούς εξίσωσης είναι γ − 1
5 , µε χαρακτηριστική ϱίζα το γ = 1

5 . ΄Αρα η
απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι της µορφής

yzi[n] = c
(1
5

)n
(25)

Από τις αρχικές συνθήκες έχουµε

y[−1] = c
(1
5

)−1
= 5c = 1 ⇐⇒ c =

1

5
(26)

και έτσι
yzi[n] =

(1
5

)n+1
, n ≥ 0 =

(1
5

)n+1
u[n] (27)

Στη συνέχεια, ϑεωρούµε το σύστηµα

S0 : y[n]− 1

5
y[n− 1] = x[n] (28)

µε κρουστική απόκριση h0[n]. Θέτουµε x[n] = δ[n], και ϑεωρούµε µηδενικές αρχικές συνθήκες. Τότε το σύστηµα
γράφεται ως

h[n]− 1

5
h[n− 1] = δ[n] (29)

Η κρουστική απόκριση είναι της µορφής

h0[n] = c
(1
5

)n
, n ≥ 0 (30)

Για n = 0, εχουµε h[0] = 1, και άρα c = 1, οπότε

h0[n] =
(1
5

)n
u[n] (31)



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2024/Πρώτη Σειρά Ασκήσεων - Λύσεις 5

Η κρουστική απόκριση h[n] του συστήµατος

S : y[n]− 1

5
y[n− 1] = 2x[n] (32)

που µας Ϲητείται ϑα είναι

h[n] = 2h0[n] = 2
(1
5

)n
u[n] (33)

Η απόκριση µηδενικής κατάστασης είναι η απόκριση του συστήµατος για την είσοδο x[n] χωρίς να λάβουµε υπόψη
µας τις αρχικές συνθήκες. ΄Ετσι

yzs[n] =
+∞∑

k=−∞
h[k]x[n− k] = 2

+∞∑
k=−∞

(1
5

)k(
− 1

3

)n−k
u[k]u[n− k] (34)

= 2

n∑
k=0

(
− 1

3

)n(
− 1

3

)−k(1
5

)k
= 2
(
− 1

3

)n n∑
k=0

(
− 3

5

)k
(35)

= 2
(
− 1

3

)n 1− (− 3
5

)n+1

1 + 3
5

, n ≥ 0 (36)

αφού
u[k]u[n− k] = 1, 0 ≤ k ≤ n (37)

και έτσι

yzs[n] = 2
(
− 1

3

)n 1− (− 3
5

)n+1

1 + 3
5

u[n] (38)

Οπότε συνολικά

y[n] =

((1
5

)n+1
+ 2
(
− 1

3

)n 1− (− 3
5

)n+1

1 + 3
5

)
u[n] (39)

και µε λίγες ακόµα πράξεις στον 2ο όρο, καταλήγουµε στο

yt[n] = yzi[n] + yzs[n] =

[(1
5

)n+1
+

5

4

(
−1

3

)n

+
3

4

(
1

5

)n
]
u[n] (40)

΄Ασκηση 6.

i. Ναι, είναι γιατί οι χαρακτηριστικές του ϱίζες, γ1 = −0.3 και γ2 = 0.2, είναι µικρότερες της µονάδας.

ii. Οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι γ1 = −1.3 και γ2 = 0.2, κι εφόσον η µια είναι µεγαλύτερη της µονάδας, τότε το
σύστηµα είναι ασταθές.


