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Ασκηση 1 - ΄Εξοδος ΓΧΑ συστήµατος για περιοδική είσοδο

(αʹ) Εύκολα προκύπτει από γνωστά Ϲεύγη ότι

H(f) =
1

RC

1
1

RC + j2πf
=

1

1 + j2πfRC
(1)

(ϐʹ) Αν RC = 1
2π80 , τότε

H(f) =
1

1 + jf/80
(2)

Η είσοδος είναι ένα περιοδικό σήµα, οπότε

y(t) = 5|H(20)| cos(2π20t+ ∠H(20)) (3)

΄Ετσι
H(20) =

1

1 + j20/80
=

1

1 + j/4
=

4

4 + j
(4)

µε µέτρο

|H(20)| = 4

|4 + j|
=

4√
16 + 1

=
4√
17

(5)

και ϕάση

∠H(20) = − tan−1 1/4

1
= − tan−1 1

4
= −0.245 (6)

Οπότε
y(t) =

20√
17

cos(2π20t− 0.245) = 4.8507 cos(2π20t− 0.245) (7)

(γʹ) Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι στην έξοδο οι συντελεστές Fourier ϑα είναι της µορφής

Yk = H(kf0)Xk = H(20k)Xk = H(20k)
1

5
sinc(k/5) =

1

1 + jk/4

1

5
sinc(k/5) =

1
5sinc(k/5)

1 + j(k/4)
(8)

Ασκηση 2 - Ο µετασχηµατισµός Laplace

Από τους πίνακες Ϲευγών έχουµε

(αʹ) x(t) = 3e−tu(t)− 5e−3tu(t)←→ X(s) = 3
s+1 −

5
s+3 = 3(s+3)−5(s+1)

(s+1)(s+3) = −2s+4
(s+1)(s+3) , σ > −1

(ϐʹ) x(t) = 3e−tu(t) + 2e3tu(−t)←→ X(s) = 3
s+1 −

2
s−3 = 3(s−3)−2(s+1)

(s+1)(s−3) = s−11
(s+1)(s−3) , −1 < σ < 3

(γʹ) x(t) = δ(t) + 2e−tu(t)←→ X(s) = 1 + 2
s+1 = s+1+2

s+1 = s+3
s+1 , σ > −1

(δʹ) x(t) = (1− e−t)u(t)←→ X(s) = 1
s −

1
s+1 = s+1−s

s(s+1) =
1

s(s+1) , σ > 0

(εʹ) x(t) = cos(2t)u(t) + 2 sin(3t)u(t)←→ X(s) = s
s2+4

+ 6
s2+9

= s(s2+9)+6(s2+4)
(s2+4)(s2+9)

= s3+6s2+9s+24
(s2+4)(s2+9)

, σ > 0



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2024-25/Λύσεις Πέµπτης Σειράς Ασκήσεων 2

(ϛʹ) x(t) = e−2t cos(3t)u(t)←→ X(s) = s+2
(s+2)2+9

, σ > −2

Ασκηση 3 - Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα ϑα έχουµε:

(αʹ)

X(s) =
s+ 1

s(s+ 2)
, σ > 0 =

A

s
+

B

s+ 2
, σ > 0 και σ > −2 (9)

οπότε
x(t) = Au(t) +Be−2tu(t) (10)

µε

A =
s+ 1

s(s+ 2)
s
∣∣∣
s=0

=
1

2
(11)

B =
s+ 1

s(s+ 2)
(s+ 2)

∣∣∣
s=−2

=
−2 + 1

−2
=

1

2
(12)

Συνολικά
x(t) =

1

2
u(t) +

1

2
e−2tu(t) (13)

(ϐʹ)

X(s) =
s+ 1

s(s2 + 9)
, σ > 0 =

A

s
+

B

s+ 3j
+

C

s− 3j
(14)

οπότε

A =
s+ 1

s(s2 + 9)
s
∣∣∣
s=0

=
1

9
(15)

B =
s+ 1

s(s2 + 9)
(s+ 3j)

∣∣∣
s=−3j

=
s+ 1

s(s− 3j)

∣∣∣
s=−3j

=
1− 3j

(−3j)(−6j)
= − 1

18
+

3

18
j (16)

C =
s+ 1

s(s2 + 9)
(s− 3j)

∣∣∣
s=3j

=
s+ 1

s(s+ 3j)

∣∣∣
s=3j

=
1 + 3j

(3j)(6j)
= − 1

18
− 3

18
j (17)

΄Ετσι

X(s) =
s+ 1

s(s2 + 9)
=

1

9

1

s
+

(
− 1

18
+ j

3

18

) 1

s+ 3j
+
(
− 1

18
− j

3

18

) 1

s− 3j
(18)

=
1

9

1

s
− 1

18

1

s+ 3j
+ j

3

18

1

s+ 3j
− 1

18

1

s− 3j
− j

3

18

1

s− 3j
(19)

=
1

9

1

s
− 1

18

1

s+ 3j
+ ejπ/2

3

18

1

s+ 3j
− 1

18

1

s− 3j
+ e−jπ/2 3

18

1

s− 3j
(20)

=
1

9

1

s
− 1

18

( 1

s+ 3j
+

1

s− 3j

)
+

3

18

(
ejπ/2

1

s+ 3j
+ e−jπ/2 1

s− 3j

)
(21)

και στο πεδίο του χρόνου

x(t) =
1

9
u(t)− 1

18

(
e−j3tu(t) + ej3tu(t)

)
+

3

18

(
ejπ/2e−j3tu(t) + e−jπ/2ej3tu(t)

)
(22)

=
1

9
u(t)− 1

18
2 cos(3t)u(t) +

3

18
2 cos(3t− π/2)u(t) (23)

=
1

9
u(t)− 1

9
cos(3t)u(t) +

1

3
sin(3t)u(t) (24)
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(γʹ)

X(s) =
5(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)(s− 2)(s− 3)
, −1 < σ < 2 =

A

s+ 1
+

B

s+ 2
+

C

s− 2
+

D

s− 3
(25)

µε αντίστοιχα πεδία σύγκλισης
σ > −1 , σ > −2 , σ < 2 , σ < 3 (26)

οπότε

A =
5(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)(s− 2)(s− 3)
(s+ 1)

∣∣∣
s=−1

=
5(s− 1)

(s+ 2)(s− 2)(s− 3)

∣∣∣
s=−1

= −5

6
(27)

B =
5(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)(s− 2)(s− 3)
(s+ 2)

∣∣∣
s=−2

=
5(s− 1)

(s+ 1)(s− 2)(s− 3)

∣∣∣
s=−2

=
3

4
(28)

C =
5(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)(s− 2)(s− 3)
(s− 2)

∣∣∣
s=2

=
5(s− 1)

(s+ 2)(s+ 1)(s− 3)

∣∣∣
s=2

= − 5

12
(29)

D =
5(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)(s− 2)(s− 3)
(s− 3)

∣∣∣
s=3

=
5(s− 1)

(s+ 2)(s− 2)(s+ 1)

∣∣∣
s=3

=
1

2
(30)

΄Ετσι, στο πεδίο του χρόνου από γνωστά Ϲεύγη ϑα έχουµε

x(t) =
(
− 5

6
e−t +

3

4
e−2t

)
u(t) +

( 5

12
e2t − 1

2
e3t

)
u(−t) (31)

(δʹ)

X(s) =
s(s+ 1)

(s+ 2)(s+ 3)
, σ > −2 (32)

Πρέπει να διαιρέσουµε τα πολυώνυµα. Θα είναι

X(s) = 1 +
−4s− 6

(s+ 2)(s+ 3)
= 1 +G(s) (33)

Εκτελώντας ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα στο δεύτερο όρο

G(s) =
−4s− 6

(s+ 2)(s+ 3)
=

A

s+ 2
+

B

s+ 3
(34)

ϑα έχουµε

A = G(s)(s+ 2)
∣∣∣
s=−2

=
−4s− 6

s+ 3

∣∣∣
s=−2

= 2 (35)

B = G(s)(s+ 3)
∣∣∣
s=−3

=
−4s− 6

s+ 2

∣∣∣
s=−3

= −6 (36)

οπότε στο πεδίο του χρόνου
x(t) = δ(t) + 2e−2tu(t)− 6e−3tu(t) (37)

Ασκηση 4 - Συνέλιξη

Τα σήµατα x(t) = e−tu(t) και y(t) = δ(t)− e−2tu(t) έχουν µετασχ. Laplace

X(s) =
1

s+ 1
, σ > −1 (38)

Y (s) = 1− 1

s+ 2
=

s+ 1

s+ 2
, σ > −2 (39)

και επειδή η συνέλιξη στο χρόνο γίνεται γινόµενο στο χώρο του Laplace, ϑα έχουµε

Cxy(s) = X(s)Y (s) =
1

s+ 1

s+ 1

s+ 2
=

s+ 1

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 2
, Rxy ⊇ {σ > −1} ∩ {σ > −2} = {σ > −2} (40)
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αφού ο µόνος πόλος που υπάρχει στο αποτέλεσµα είναι ο s = −2. Από γνωστά Ϲεύγη

cxy(t) = e−2tu(t) (41)

Ασκηση 5 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα Ι

(αʹ) Ξέρουµε ότι

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

2
s −

4
s+1 + 2

s+2
1
s

=
4

(s+ 1)(s+ 2)
(42)

Προφανώς αφού έχουµε το Ry = {σ > 0}, χρειαζόµαστε ένα Rh του οποίου η τοµή µε το Rx = {σ > 0} να µας
δίνει το Ry. Οι πόλοι του H(s) είναι οι s1 = −1, s2 = −2. Η σωστή επιλογή ϑα είναι Rh = {σ > −1}.

(ϐʹ) Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα

H(s) =
4

(s+ 1)(s+ 2)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 2
(43)

µε

A = H(s)(s+ 1)
∣∣∣
s=−1

= 4 (44)

B = H(s)(s+ 2)
∣∣∣
s=−2

= −4 (45)

ϑα είναι
H(s) =

4

s+ 1
+
−4
s+ 2

, σ > −1 (46)

οπότε στο πεδίο του χρόνου
h(t) = (4e−t − 4e−2t)u(t) (47)

(γʹ) Ναι, µπορούµε, γιατί ο ϕανταστικός άξονας περιέχεται στο πεδίο σύγκλισης. Ο µετασχ. Fourier - δηλ. η απόκριση
σε συχνότητα - είναι της µορφής

H(f) =
4

(j2πf + 1)(j2πf + 2)
(48)

(δʹ) ΄Εχουµε

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

4

(s+ 1)(s+ 2)
⇐⇒ Y (s)(s2 + 3s+ 2) = 4X(s)⇐⇒ s2Y (s) + 3sY (s) + 2Y (s) = 4X(s) (49)

και επιστρέφοντας στο πεδίο του χρόνου µε χρήση της ιδιότητας της παραγώγισης, ϑα είναι

d2

dt2
y(t) + 3

d

dt
y(t) + 2y(t) = 4x(t) (50)

Ασκηση 6 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα ΙΙ

Μεταφέροντας την εξίσωση στο πεδίο του Laplace, ϑα έχουµε

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y(t) + 2y(t) =

d

dt
x(t) + x(t)←→ Y (s)(s2 + 2s+ 2) = (s+ 1)X(s)⇐⇒ H(s) =

s+ 1

s2 + 2s+ 2
(51)

Οι πόλοι του ϐρίσκονται στις ϑέσεις s1 = −1+ j, s2 = s∗1 = −1− j. Το πραγµατικό τους µέρος είναι σ = −1, κι επειδή
το σύστηµα είναι αιτιατό, το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι δεξιόπλευρο, δηλ. σ > −1. Για την κρουστική απόκριση, αν
παρατηρήσουµε ότι

H(s) =
s+ 1

s2 + 2s+ 2
=

s+ 1

s2 + 2s+ 1 + 1
=

s+ 1

(s+ 1)2 + 12
(52)
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τότε από τον πίνακα µε τα γνωστά Ϲεύγη καταλήγουµε εύκολα στο ότι

h(t) = e−t cos(t)u(t) (53)

Ασκηση 7 - Πόλοι και Μηδενικά

Το πεδίο σύγκλισης καθορίζεται αποκλειστικά από τους πόλους του µετασχ. Laplace. ’ρα :

(αʹ) ο µετασχ. Fourier του κάθε σήµατος xi(t) υπάρχει µέσω του ορισµού του σηµαίνει ότι ο ϕανταστικός άξονας
περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης. ΄Ετσι ϑα έχουµε

(αʹ) −1 < σ < 1

(ϐʹ) σ > −1
(γʹ) σ < 1

(δʹ) σ > −1

(ϐʹ) το xi(t) είναι αιτιατό και στις τέσσερις περιπτώσεις σηµαίνει ότι το πεδίο σύγκλισης είναι δεξιόπλευρο, δηλ. περι-
λαµβάνει ένα ηµιεπίπεδο δεξιότερα του πόλου µε το µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος. ΄Ετσι ϑα έχουµε

(αʹ) σ > 1

(ϐʹ) σ > −1
(γʹ) σ > 2

(δʹ) σ > −1

(γʹ) το xi(t) είναι αντι-αιτιατό και στις τέσσερις περιπτώσεις σηµαίνει ότι το σύγκλισης είναι αριστερόπλευρο, δηλ.
περιλαµβάνει ένα ηµιεπίπεδο αριστερότερα του πόλου µε το µικρότερο πραγµατικό µέρος. ΄Ετσι ϑα έχουµε

(αʹ) σ < −1
(ϐʹ) σ < −2
(γʹ) σ < 1

(δʹ) σ < −1

[⋆] Ασκηση 8 - Κυκλώµατα και µετασχ. Laplace

Το κύκλωµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d

dt
y(t) + 4y(t) = 4x(t) (54)

µε αρχική συνθήκη y(0−) = −2, οπότε πρέπει να χρησιµοποιήσουµε το µονόπλευρο µετασχ. Laplace για την εύρεση
της εξόδου. ΄Εχουµε

sY (s)− y(0−) + 4Y (s) = 4X(s)⇐⇒ sY (s) + 2 + 4Y (s) = 4X(s)⇐⇒ Y (s) =
4

s+ 4
X(s)− 2

s+ 4
(55)

µε

X(s) = L{u(t)− u(t− 2)} = 1

s
− e−2s

s
=

1− e−2s

s
, ∀s (56)

οπότε

Y (s) =
4(1− e−2s)

s(s+ 4)
− 2

s+ 4
= G(s)(1− e−2s)− 2

s+ 4
(57)

Αναπτυσσοντας σε µερικά κλάσµατα τον όρο G(s) ϑα έχουµε

G(s) =
4

s(s+ 4)
=

A

s
+

B

s+ 4
(58)
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µε

A = G(s)s
∣∣∣
s=0

= 1 (59)

B = G(s)(s+ 4)
∣∣∣
s=−4

= −1 (60)

οπότε
Y (s) =

(1
s
− 1

s+ 4

)
(1− e−2s)− 2

s+ 4
(61)

Γυρνώντας στο πεδίο του χρόνου

y(t) = u(t)− u(t− 2)− e−4tu(t) + e−4(t−2)u(t− 2)− 2e−4tu(t) (62)

= (1− 3e−4t)u(t)− (1− e−4(t−2))u(t− 2) (63)

Ασκηση 9 - ∆ειγµατοληψία Ι

Θέτοντας t := n/fs, έχουµε

x1[n] = cos(12πn/fs) = cos(3πn/4) (64)
x2[n] = cos(20πn/fs) = cos(20πn/16) = cos(5πn/4) (65)

= cos((8πn− 3πn)/4) = cos(−3πn/4) = cos(3πn/4 = x1[n] (66)
x3[n] = cos(44πn/fs) = cos(44πn/16) = cos(11πn/4) (67)

= cos((8πn+ 3πn)/4) = cos(3πn/4) = x1[n] (68)

΄Αρα πράγµατι τα τρια σήµατα στο διακριτό χρόνο είναι τα ίδια.

[⋆] Ασκηση 10 - ∆ειγµατοληψία ΙΙ

(αʹ) ∆είτε το Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Ασκηση 10α.

(ϐʹ) Το ϕάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµατος, Xs(f), δίνεται γενικά ως

Xs(f) =
1

Ts

+∞∑
k=−∞

X(f − kfs) (69)

και ειδικότερα

Xs(f) = 5
+∞∑

k=−∞
X(f − 5k) = 5

+∞∑
k=−∞

sinc2(f − 5k), k ∈ Z (70)

(γʹ) ∆είτε το Σχήµα 2.
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Σχήµα 2: Ασκηση 10γ.

Ασκηση 11 - ∆ειγµατοληψία ΙΙΙ

(αʹ) x(t) = u(t) − u(t − 3): το σήµα αυτό είναι πεπερασµένης διάρκειας στο χρόνο, καθώς αποτελεί έναν τετραγωνικό
παλµό, οπότε στη συχνότητα ϑα είναι άπειρης διάρκειας - συνάρτηση sinc(). ΄Αρα δεν µπορουµε να ορίσουµε
µέγιστη συχνότητα κι έτσι δεν µπορεί να δειγµατοληπτηθεί χωρίς aliasing.

(ϐʹ) x(t) = e−2tu(t): το σήµα αυτό έχει µετασχ. Fourier

X(f) =
1

2 + j2πf
(71)

που είναι άπειρης διάρκειας. ΄Αρα δεν µπορουµε να ορίσουµε µέγιστη συχνότητα κι έτσι δεν µπορεί να δειγµατο-
ληπτηθεί χωρίς aliasing.

(γʹ) x(t) = cos(100πt) + 2 sin(150πt): το σήµα αυτό είναι άπειρης διάρκειας στο χρόνο µε µετασχ. Fourier

X(f) =
1

2
δ(f − 50) +

1

2
δ(f + 50) +

1

j
δ(f + 75)− 1

j
δ(f − 75) (72)

΄Αρα µπορουµε να ορίσουµε µέγιστη συχνότητα κι αυτή είναι fmax = 75 Hz. Οπότε µπορούµε να το δειγµατολη-
πτήσουµε χωρίς aliasing.

(δʹ) x(t) = cos(100πt) + 2 sin(150πt) sin(200πt): το σήµα αυτό µπορεί να γραφεί ως

x(t) = cos(100πt) + 2 sin(150πt) sin(200πt) = cos(100πt) + cos(50πt)− cos(350πt) (73)

µε µετασχ. Fourier

X(f) =
1

2
δ(f − 50) +

1

2
δ(f + 50) +

1

2
δ(f − 25) +

1

2
δ(f + 25)− 1

2
δ(f − 175)− 1

2
δ(f + 175) (74)

΄Αρα µπορουµε να ορίσουµε µέγιστη συχνότητα κι αυτή είναι fmax = 175 Hz. Οπότε µπορούµε να το δειγµατολη-
πτήσουµε χωρίς aliasing.

(εʹ) x(t) = e−t cos(100πt)u(t): το σήµα αυτό έχει µετασχ. Fourier

X(f) =
1 + j2πf

(1 + j2πf)2 + 1002
(75)

το οποίο είναι άπειρης διάρκειας και άρα δεν µπορούµε να ορίσουµε µέγιστη συχνότητα, άρα δεν µπορούµε να το
δειγµατολητπήσουµε χωρίς aliasing.


