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∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού, Γ. Καφεντζής

Πέµπτη Σειρά Ασκήσεων

Ηµεροµηνία Ανάθεσης : 7/5/2024 Ηµεροµηνία Παράδοσης : 31/5/2024, ως τις 16:00

Οι ασκήσεις µε [⋆] είναι bonus, +10 µονάδες η καθεµία στο ϐαθµό αυτής της
σειράς ασκήσεων (δηλ. µπορείτε να πάρετε µέχρι 90/80 σε αυτή τη σειρά.)

΄Ασκηση 1 - Ο µετασχηµατισµός Laplace

Αποδείξτε τα παρακάτω Ϲεύγη µετασχ. Laplace αποκλειστικά µε χρήση ιδιοτήτων και πινάκων Ϲευγών µετασχηµατι-
σµού (ξεκινώντας πάντα από το πεδίο του χρόνου):

(αʹ) 3u(t− 2)←→ 3e−2s

s
, σ > 0

(ϐʹ) (t− 1)2u(t− 1)←→ 2e−s

s3
, σ > 0

(γʹ) 2u(t− 6)− 3u(t− 8)←→ 2e−6s − 3e−8s

s
, σ > 0

(δʹ) e−2(t−3)u(t− 3)←→ e−3s 1

s+ 2
, σ > −2

(εʹ) sin
(
t− π

4

)
u(t)←→

√
2

2

1− s

s2 + 1
, σ > 0

(ϛʹ) e−2tu(t− 3)←→ e−3(s+2) 1

s+ 2
, σ > −2

(Ϲʹ) cos(t)u
(
t− π

3

)
←→ 1

2
e−

π
3
s s−

√
3

s2 + 1
, σ > 0

΄Ασκηση 2 - Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace

Αποδείξτε τα παρακάτω Ϲεύγη αντίστροφου µετασχ. Laplace αποκλειστικά µε χρήση ιδιοτήτων και πινάκων Ϲευγών
µετασχηµατισµού (ξεκινώντας πάντα από το πεδίο του µετασχ. Laplace):

(αʹ)
2s+ 1

s2 + 3s+ 2
, σ > −1←→ (−e−t + 3e−2t)u(t)

(ϐʹ)
2s

(s+ 2)(s+ 1)
, −2 < σ < −1←→ 4e−2tu(t) + 2e−tu(−t)

(γʹ) e−2s s

s2 + 1
, σ > 0←→ cos(t− 2)u(t− 2)

(δʹ)
3e−s

s2 + 4s+ 5
, σ > −2←→ 3e−2(t−1) sin(t− 1)u(t− 1)

(εʹ)
2s2 + 3

s2 + 1
, σ > 0←→ 2δ(t) + sin(t)u(t)
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΄Ασκηση 3 - Συνέλιξη

Με χρήση µετασχ. Laplace ϐρείτε τη συνέλιξη των σηµάτων x(t) = u(t) και y(t) = u(t− 2).

Απ.: cxy(t) = (t− 2)u(t− 2)

΄Ασκηση 4 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα

΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα περιγράφεται από τη συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
s+ 1

(s+ 1
2)(s+

1
4)

(1)

(αʹ) Σχεδιάστε επάνω στο µιγαδικό επίπεδο όλους τους πόλους και όλα τα µηδενικά της συνάρτησης µεταφοράς.

(ϐʹ) Βρείτε την κρουστική απόκριση, h(t), του συστήµατος, αν γνωρίζετε ότι το σύστηµα είναι ευσταθές και αιτιατό.

Απ.: h(t) = 3e−t/4u(t)− 2e−t/2u(t)

(γʹ) Μπορείτε να υπολογίσετε το µετασχ. Fourier, H(f), του συστήµατος µέσω του µετασχ. Laplace; Αν ναι, εξηγήστε
και ϐρείτε τον. Αν όχι, εξηγήστε γιατί.

(δʹ) Αν στο σύστηµα παρουσιαστεί η είσοδος x(t) = e−tu(t), τότε ϐρείτε την έξοδο y(t).

Απ.: y(t) = 4e−t/4u(t)− 4e−t/2u(t)

(εʹ) Βρείτε µια διαφορική εξίσωση η οποία περιγράφει το παραπάνω σύστηµα H(s).

Απ.:
d2

dt2
y(t) +

3

4

d

dt
y(t) +

1

8
y(t) =

d

dt
x(t) + x(t)

΄Ασκηση 5 - Συστήµατα Ελάχιστης Φάσης και All-pass

΄Εστω το ευσταθές και αιτιατό σύστηµα

H(s) =
(s− 1)(s− 2)

(s+ 3)(s+ 4)
(2)

(αʹ) Βρείτε το πεδίο σύγκλισης.

(ϐʹ) Βρείτε ένα ευσταθές και αιτιατό σύστηµα G(s) τέτοιο ώστε

|H(f)G(f)| = 1 (3)

Απ.: G(s) =
(s+ 3)(s+ 4)

(s+ 1)(s+ 2)
, σ > −1

[⋆] ΄Ασκηση 6 - Κυκλώµατα και µετασχ. Laplace

Μια από τις σηµαντικότερες εφαρµογές του µετασχ. Laplace είναι η ανάλυση ηλεκτρικών κυκλωµάτων. Το κύκλωµα
του Σχήµατος 1, µε R = 0.25 Ω και C = 1 F, ϐρίσκεται σε αρχική ηρεµία, δηλ. αρχικά το κύκλωµα δε διαρρέεται
από ϱεύµα και ο πυκνωτής είναι αφόρτιστος. Εφαρµόζουµε (ως είσοδο) µια ηλεκτρεγερτική δύναµη

E(t) = V0(u(t)− u(t− 1)) (4)

και µετράµε την ένταση του ϱεύµατος i(t) (ως έξοδο) που διαρρέει το κύκλωµα. Αν γνωρίζετε ότι η διαφορική εξίσωση
που περιγράφει το κύκλωµα είναι η

Ri(t) +
1

C

∫ t

0
i(τ)dτ = E(t) (5)
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Σχήµα 1: Κύκλωµα ΄Ασκησης 6.

τότε δείξτε ότι η ένταση του ϱεύµατος στο κύκλωµα δίνεται ως

i(t) =

{
4V0e

−4t, 0 < t < 1

4V0(e
−4t − e−4(t−1)), t > 1

(6)

΄Ασκηση 7 - Στα ϐήµατα των Nyquist-Shannon

΄Εστω το σήµα
x(t) = sin(2πf0t) (7)

(αʹ) Βρείτε το µετασχ. Fourier αυτού, X(f).

(ϐʹ) Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης του.

(γʹ) Βρείτε τη µέγιστη (µη µηδενικούς πλάτους) συχνότητα, fmax, του ϕάσµατος πλάτους του σήµατος.

(δʹ) Σχεδιάστε το αποτέλεσµα της δειγµατοληψίας του σήµατος x(t) στο χώρο της συχνότητας, αν χρησιµοποιήσουµε
συχνότητα δειγµατοληψίας

i. fs > 2fmax

ii. fs < 2fmax

iii. fs = 2fmax

Εξηγήστε τι συµβαίνει σε κάθε περίπτωση.

΄Ασκηση 8 - ∆ειγµατοληψία και ∆ιακριτά Σήµατα Ι

Θεωρήστε τα παρακάτω σήµατα

x1(t) = cos(2π40t) (8)
x2(t) = cos(2π100t) (9)

τα οποία δειγµατοληπτούνται µε ϱυθµό fs = 60 Hz. Βρείτε τη µαθηµατική µορφή των διακριτών σηµάτων x1[n],
x2[n]. Απλοποιήστε τις εκφράσεις όσο περισσότερο γίνεται, έχοντας υπ΄ όψη ότι n ∈ Z. Σχεδιάστε τα ως προς το
διακριτό χρόνο n. Τι παρατηρείτε ;

΄Ασκηση 9 - ∆ειγµατοληψία και ∆ιακριτά Σήµατα ΙΙ

Θεωρήστε το σήµα
xa(t) = 2 cos(2π1200t) + 4 sin(2π3000t) + cos(2π4000t) (10)

(αʹ) Ποιός είναι ο ϱυθµός Nyquist για το παραπάνω σήµα ;

(ϐʹ) ΄Εστω ότι δειγµατοληπούµε το σήµα µε ϱυθµό fs = 3500 Hz. Ποιά είναι η µαθηµατική µορφή του διακριτού
σήµατος x[n] µετά τη δειγµατοληψία ;

(γʹ) Ποιό είναι το σήµα συνεχούς χρόνου που µπορούµε να ανακατασκευάσουµε από τα δείγµατα του x[n]; Είναι ίδιο
µε το xa(t); Γιατί ;


