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΄Ασκηση 1 - Ο µετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) Από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης έχουµε

L{x(t)} = 3e−2sL{u(t)} = 3e−2s 1

s
, σ > 0 (1)

(ϐʹ) Το Ϲητούµενο σήµα προέρχεται από χρονική µετατόπιση του σήµατος t2u(t). Από πίνακες γνωρίζουµε ότι

L{t2u(t)} = 2

s3
(2)

και από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης έχουµε

L{x(t)} = e−sL{t2u(t)} = e−s 2

s3
, σ > 0 (3)

(γʹ) Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης έχουµε

L{x(t)} = 2
e−6s

s
− 3

e−8s

s
=

2e−6s − 3e−8s

s
, σ > 0 (4)

(δʹ) Ξανά από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης και από το γνωστό Ϲεύγος

e−2tu(t)←→ 1

s+ 2
, σ > −2 (5)

έχουµε

L{x(t)} = e−3s 1

s+ 2
, σ > 0 (6)

(εʹ) Από τριγωνοµετρικές ταυτότητες έχουµε

sin(t− π/4)u(t) =
[√2
2

sin(t)−
√
2

2
cos(t)

]
u(t) (7)

Εφαρµόζοντας µετασχ. Laplace στην παραπάνω διαφορά και παρατηρώντας τους πίνακές µας, έχουµε

L{x(t)} =
√
2

2

1

s2 + 1
−
√
2

2

s

s2 + 1
=

√
2

2

1− s

(s2 + 1)
(8)

(ϛʹ) Πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας µε το e6 ϑα έχουµε

e−6e6e−2tu(t− 3) = e−6e−2t+6u(t− 3) = e−6e−2(t−3)u(t− 3) (9)

Από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης, έχουµε

L{x(t)} = e−6e−3s 1

s+ 2
= e−3s−6 1

s+ 2
= e−3(s+2) 1

s+ 2
, σ > −2 (10)
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(Ϲʹ) Μπορούµε να γράψουµε

cos(t)u(t− π/3) = cos(t− π/3 + π/3)u(t− π/3) =
[1
2
cos(t− π/3)−

√
3

2
sin(t− π/3)

]
u(t− π/3) (11)

Από τους πίνακες ϐλέπουµε ότι

L{cos(at)u(t)} = s

s2 + a2
. σ > 0 (12)

L{sin(at)u(t)} = a

s2 + a2
, σ > 0 (13)

και σύµφωνα µε την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης, έχουµε

L{x(t)} = 1

2
e−πs/3 s

s2 + 1
−
√
3

2
e−πs/3 1

s2 + 1
, σ > 0 (14)

΄Ασκηση 2 - Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα έχουµε

X(s) =
2s+ 1

s2 + 3s+ 2
=

2s+ 1

(s+ 1)(s+ 2)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 2
(15)

µε A = −1, B = 3. Αφού το πεδίο σύγκλισης είναι δεξιόπλευρο, οι πίνακες µας δίνουν

x(t) = −e−tu(t) + 3e−2tu(t) (16)

(ϐʹ) ΄Οµοια µε πριν

X(s) =
2s

(s+ 2)(s+ 1)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 2
(17)

µε A = 2 και B = 4. Το πεδίο σύγκλισης είναι λωρίδα, οπότε ϑα πρέπει να είναι η τοµή ενός αριστερόπλευρου
και ενός δεξιόπλευρου σήµατος. Το πεδίο γράφεται ως

−2 < σ < −1⇐⇒ {σ > −2} ∩ {σ < −1} (18)

οπότε από πίνακες έχουµε
x(t) = 2e−tu(−t) + 4e−2tu(t) (19)

(γʹ) Ο όρος s/(s2 + 1), σ > 0 έχει αντίστροφο µετασχ. Laplace ως cos(t)u(t). Ο όρος e−2s προκύπτει από χρονική
µετατόπιση προς τα δεξιά κατά t0 = 2. Οπότε

x(t) = cos(t− 2)u(t− 2) (20)

(δʹ) ΄Οµοια µε πριν, ϑεωρούµε τον όρο e−s ως αποτέλεσµα χρονικής µετατόπισης προς τα δεξιά κατά t0 = 1. Ο
υπόλοιπος όρος αναπτύσσεται σε µερικά κλάσµατα

3

s2 + 4s+ 5
=

3

(s+ 2− j)(s+ 2 + j)
(21)

Μπορούµε να παρακάµψουµε τις πολλές πράξεις που ϑα προκύψουν αν συνεχίσουµε το ανάπτυγµα, παρατη-
ϱώντας ότι

s2 + 4s+ 5 = s2 + 4s+ 4 + 1 = (s+ 2)2 + 1 (22)

οπότε ο όρος
3

(s+ 2)2 + 1
, σ > −2←→ 3e−2t sin(t)u(t) (23)

και από τον όρο της χρονικής µετατόπισης

x(t) = 3e−2(t−1) sin(t− 1)u(t− 1) (24)
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(εʹ) ∆ιαιρώντας τα πολυώνυµα παίρνουµε

2s2 + 3

s2 + 1
= 2 +

1

s2 + 1
, σ > 0 (25)

και εφαρµόζοντας τα γνωστά Ϲεύγη, έχουµε

x(t) = 2δ(t) + sin(t)u(t) (26)

΄Ασκηση 3 - Συνέλιξη

Η συνέλιξη στο χρόνο γίνεται γινόµενο στο χώρο του Laplace, οπότε

Cxy(s) = X(s)Y (s) =
1

s

1

s
e−2s =

1

s2
e−2s, σ > 0 (27)

Απο πίνακες ξέρουµε ότι

tu(t)←→ 1

s2
, σ > 0 (28)

οπότε
Cxy(s) =

1

s2
e−2s ←→ (t− 2)u(t− 2) = cxy(t) (29)

µε χρήση και της ιδιότητας της χρονικής µετατόπισης.

΄Ασκηση 4 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα

(αʹ) Υπάρχουν δυο πόλοι στις ϑέσεις s = −1/2, s = −1/4 και δυο µηδενικά, ένα στο s = −1 και ένα στο άπειρο.

(ϐʹ) Για να είναι ευσταθές και αιτιατό πρέπει το πεδίο σύγκλισης να περιέχει το ϕανταστικό άξονα και να είναι
δεξιόπλευρο. Από τους διαθέσιµους πόλους, το πεδίο που ικανοποιεί τις προδιαγραφές είναι το σ > −1/4.
Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα, έχουµε

H(s) =
A

s+ 1
2

+
B

s+ 1
4

=
−2

s+ 1
2

+
3

s+ 1
4

←→ h(t) = 3e−t/4u(t)− 2e−t/2u(t) (30)

(γʹ) Ναι, µπορούµε, γιατί το πεδίο συγκλισης περιέχει το ϕανταστικό άξονα. Θέτουµε s = j2πf και έχουµε

H(f) =
j2πf + 1

(j2πf + 1
2)(j2πf + 1

4)
(31)

(δʹ) Η είσοδος έχει µετασχ. Laplace ως

X(s) =
1

s+ 1
, σ > −1 (32)

και η έξοδος

Y (s) = H(s)X(s) =
s+ 1

(s+ 1
2)(s+

1
4)

1

s+ 1
=

1

(s+ 1
2)(s+

1
4)

(33)

και αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα καταλήγουµε στο

Y (s) = 4
1

s+ 1
4

− 4
1

s+ 1
2

, σ > −1/4 (34)

οπότε
y(t) = 4e−t/4u(t)− 4e−t/2u(t) (35)
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(εʹ) Από τη σχέση

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

s+ 1

(s+ 1
2)(s+

1
4)

(36)

έχουµε

Y (s)(s2 +
3

4
s+

1

8
) = X(s)(s+ 1)⇐⇒ s2Y (s) +

3

4
sY (s) +

1

8
Y (s) = sX(s) +X(s) (37)

και γυρίζοντας πίσω στο χρόνο

d2

dt2
y(t) +

3

4

d

dt
y(t) +

1

8
y(t) =

d

dt
x(t) + x(t) (38)

΄Ασκηση 5 - Συστήµατα Ελάχιστης Φάσης και All-pass

(αʹ) Ως ευσταθές και αιτιατό ϑα πρέπει να περιέχει το ϕανταστικό άξονα και να είναι δεξιόπλευρο. Οι πόλοι του
ϐρίσκονται στις ϑέσεις s = −3, s = −4, οπότε το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι σ > −3.

(ϐʹ) Από τη δοσµένη σχέση έχουµε ότι

|G(f)| = 1

|H(f)|
(39)

άρα χρειαζόµαστε το αντίστροφο του H(f). Αυτό όµως δεν είναι ευσταθές και αιτιατό, αφού έχει πόλους στο
s = 1, s = 2. Μπορούµε όµως να ϐρούµε ένα άλλο σύστηµα µε ίδια απόκριση πλάτους µε το H(f), κι αυτό είναι
το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης του H(f), το οποίο έχει ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο. Το σύστηµα αυτό είναι το

Hmin(s) =
(s+ 1)(s+ 2)

(s+ 3)(s+ 4)
, σ > −3 (40)

του οποίου το αντίστροφο είναι το
1

Hmin(s)
=

(s+ 3)(s+ 4)

(s+ 1)(s+ 2)
, σ > −1 (41)

’ρα το G(s) που Ϲητείται είναι το παραπάνω.

[⋆] ΄Ασκηση 6 - Κυκλώµατα και µετασχ. Laplace

Η είσοδος έχει µετασχ. Laplace

E(t) = V0(u(t)− u(t− 1))←→ E(s) = V0

(1
s
− e−s 1

s

)
= V0

1− e−s

s
, σ > 0 (42)

Η διαφορική εξίσωση µετατρέπεται ως

Ri(t) +
1

C

∫ t

0
i(τ)dτ = E(t)←→ RI(s) +

1

C

I(s)

s
= E(s)⇐⇒ 1

4
I(s) +

I(s)

s
= V0

1− e−s

s
(43)

οπότε

(s+ 4)I(s) = 4V0(1− e−s)⇐⇒ I(s) = 4V0
1− e−s

s+ 4
=

4V0

s+ 4
− e−s 4V0

s+ 4
(44)

και επιστρέφοντας στο χρόνο έχουµε

i(t) = 4V0e
−4tu(t)− 4V0e

−4(t−1)u(t− 1) (45)

η οποία γράφεται ως

i(t) =

{
4V0e

−4t, 0 < t < 1

4V0(e
−4t − e−4(t−1)), t > 1

(46)
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΄Ασκηση 7 - Στα ϐήµατα των Nyquist-Shannon

(αʹ) Είναι X(f) = 1
2j (δ(f − f0)− δ(f + f0)) που γράφεται ως

X(f) =
1

2j
δ(f − f0)−

1

2j
δ(f + f0) (47)

=
1

2
e−jπ/2δ(f − f0) +

1

2
ejπ/2δ(f + f0) (48)

(ϐʹ) Το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 1(Α).

Σχήµα 1: Φάσµατα ΄Ασκησης 7.

(γʹ) Προφανώς fmax = f0.

(δʹ) Τα αποτελέσµατα της δειγµατοληψίας σε κάθε περίπτωση ϕαίνονται στο Σχήµα 1(α-γ).

Στην πρώτη περίπτωση ικανοποιείται το ϑεώρηµα του Shannon και το σήµα µπορεί να ανακτηθεί µε χαµηλοπερατό
ϕίλτρο. Στη δεύτερη περίπτωση, όχι. Στην τρίτη περίπτωση, η δειγµατοληψία είναι οριακή.
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΄Ασκηση 8 - ∆ειγµατοληψία και ∆ιακριτά Σήµατα Ι

Θέτουµε t = nTs και έχουµε

x1(nTs) = cos(2π40nTs) = cos(2π40
n

60
) = cos(

4πn

3
) = cos(

2πn

3
) (49)

x2(nTs) = cos(2π100nTs) = cos(2π100
n

60
) = cos(

10πn

3
) (50)

= cos(
6πn+ 4πn

3
) = cos(

4πn

3
+ 2πn) = cos(

4πn

3
) = cos(

2πn

3
) (51)

Παρατηρούµε πως x1(nTs) = x2(nTs), όπως στο Σχήµα 2. Αυτό συµβαίνει γιατί το x2(t) δειγµατοληπτείται µε

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 8.

συχνότητα µικρότερη της 2fmax και εµφανίζεται το ϕαινόµενο του aliasing.

΄Ασκηση 9 - ∆ειγµατοληψία και ∆ιακριτά Σήµατα ΙΙ

(αʹ) Ο ϱυθµός Nyquist είναι 2fmax, δηλαδή 2× 4000 = 8000Hz

(ϐʹ) Θέτουµε t = nTs =
n

3500 και τότε :

xa(nTs) = 2 cos
(
2π1200

n

3500

)
+ 4 sin

(
2π3000

n

3500

)
+ cos

(
2π4000

n

3500

)
(52)

= 2 cos

(
24πn

35

)
+ 4 sin

(
12πn

7

)
+ cos

(
16πn

7

)
(53)

= 2 cos

(
24πn

35

)
+ 4 sin

(
(14− 2)πn

7

)
+ cos

(
(14 + 2)πn

7

)
(54)

= 2 cos

(
24πn

35

)
− 4 sin

(
2πn

7

)
+ cos

(
2πn

7

)
(55)

= x[n] (56)

(γʹ) Αφού fs < 2fmax, τότε δεν µπορούµε να ανακατασκευάσουµε το xa(t) από το x[n]. Το ϕάσµα του δειγ-
µατοληπτηµένου σήµατος ϑα είναι όπως στο Σχήµα 3(ϐ). ΄Αρα το σήµα που ανακτούµε είναι το xr(t) =
2 cos(2π1200t) + 4 sin(2π500t) + cos(2π500t), που δεν ειναι το ίδιο µε το αρχικό.
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Σχήµα 3: Φάσµατα ΄Ασκησης 9.


