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΄Ασκηση 1 - Μιγαδικοί Αριθµοί - Σχέσεις Euler ΙΙ

(αʹ) Γράψτε σε πολική µορφή z = |z|ejϕ το µιγαδικό

z = −1− j (1)

Η ϕάση του πρέπει να ανήκει στο (−π, π].

(ϐʹ) Λύστε την εξίσωση

Re
{
(−1− j)ej2θ

}
=

√
3

2
(2)

Λύση:

(αʹ) Θα έχουµε
|z| =

√
(−1)2 + (−1)2 =

√
2 (3)

και
ϕ = tan−1 −1

−1
=

π

4
− π = −3π

4
(4)

Οπότε
z =

√
2e−j3π/4 (5)

(ϐʹ) Είναι

Re
{
(−1− j)ej2θ

}
=

√
3

2
(6)

Re
{√

2e−j3π/4ej2θ
}
=

√
3

2
(7)

Re
{√

2ej(2θ−3π/4)
}
=

√
3

2
(8)

√
2 cos(2θ − 3π/4) =

√
3

2
(9)

cos(2θ − 3π/4) =

√
3

2
(10)

cos(2θ − 3π/4) = cos(π/6) (11)

2θ − 3π

4
= 2kπ ± π

6
(12)

2θ = 2kπ ± π

6
+

3π

4
(13)

θ = kπ ± π

12
+

3π

8
(14)

=

{
kπ + 11π

24
kπ + 7π

24

, k ∈ Z (15)
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΄Ασκηση 2 - Μιγαδικοί Αριθµοί - Σχέσεις Euler ΙΙ

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις του Euler, υπολογίστε το∫ π

0
sin(4θ) cos(5θ)dθ (16)

Λύση:
Είναι ∫ π

0
sin(4θ) cos(5θ)dθ =

1

2

1

2j

∫ π

0
(ej4θ − e−j4θ)(ej5θ + e−j5θ)dθ (17)

=
1

4j

∫ π

0
(ej9θ + e−jθ − ejθ − e−j9θ)dθ (18)

=
1

j4

∫ π

0
(2j sin(9θ)− 2j sin(θ))dθ (19)

=
2j

j4

∫ π

0
(sin(9θ)− sin(θ))dθ (20)

=
1

2

(
− 1

9
cos(9θ) + cos(θ)

)]π
0

(21)

=
1

2

(
− 1

9
cos(9π) + cos(π)

)
− 1

2

(
− 1

9
cos(0) + cos(0)

)
(22)

=
1

2

(1
9
− 1

)
− 1

2

(
− 1

9
+ 1

)
= −8

9
(23)

΄Ασκηση 3 - Σήµατα

(αʹ) ΄Ενα σήµα λέγεται άρτιο αν ισχύει ότι
x(t) = x(−t) (24)

ενώ λέγεται περιττό αν
x(t) = −x(−t) (25)

Είναι το σήµα

x(t) =

{
sin

(
πt
T

)
, −T ≤ t ≤ T

0, αλλού
(26)

άρτιο ή περιττό ;

(ϐʹ) Οποιοδήποτε σήµα όµως µπορεί να διασπασθεί σε ένα άρτιο µέρος και ένα περιττό µέρος, ως

xάρτιο(t) =
1

2

(
x(t) + x(−t)

)
(27)

xπεριττό(t) =
1

2

(
x(t)− x(−t)

)
(28)

Βρείτε το άρτιο και το περιττό µέρος των σηµάτων:

i. x(t) = cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t)

ii. x(t) = (1 + t3) cos3(10t)

Λύση:

(αʹ) Για το σήµα

x(t) =

{
sin

(
πt
T

)
, −T ≤ t ≤ T

0, αλλού
(29)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2024-25/∆εύτερο Φροντιστήριο 3

έχουµε ότι

x(−t) =

{
sin

(
−πt
T

)
, −T ≤ −t ≤ T

0, αλλού
=

{
− sin

(
πt
T

)
, −T ≤ t ≤ T

0, αλλού
̸= x(t) (30)

λόγω του ότι sin(−x) = − sin(x), ενώ

−x(−t) =

{
− sin

(
−πt
T

)
, −T ≤ −t ≤ T

0, αλλού
=

{
sin

(
πt
T

)
, −T ≤ t ≤ T

0, αλλού
= x(t) (31)

άρα το σήµα είναι περιττό.

(ϐʹ) Θα έχουµε

i. Το σήµα x(−t) = cos(−t) + sin(−t) + sin(−t) cos(−t) = cos(t)− sin(t)− sin(t) cos(t), οπότε

xάρτιο =
1

2
(x(t) + x(−t)) (32)

=
1

2
(cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t) + cos(t)− sin(t)− sin(t) cos(t)) (33)

= cos(t) (34)

και

xπεριττό =
1

2
(x(t)− x(−t)) (35)

=
1

2
(cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t)− cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t)) (36)

= sin(t) + sin(t) cos(t) (37)
= sin(t)(1 + cos(t)) (38)

ii. Το σήµα x(−t) = (1 + (−t)3) cos3(−10t) = (1− t3) cos3(10t), οπότε

xάρτιο =
1

2
(x(t) + x(−t)) (39)

=
1

2
((1 + t3) cos3(10t) + (1− t3) cos3(10t)) (40)

=
1

2
(cos3(10t) + t3 cos3(10t) + cos3(10t)− t3 cos(10t)) (41)

= cos3(10t) (42)

και

xπεριττό =
1

2
(x(t)− x(−t)) (43)

=
1

2
((1 + t3) cos3(10t)− (1− t3) cos3(10t)) (44)

=
1

2
(cos3(10t) + t3 cos3(10t)− cos3(10t) + t3 cos3(10t)) (45)

= t3 cos3(10t) (46)

΄Ασκηση 4 - Ενέργεια και Ισχύς

Ελέγξτε τα παρακάτω σήµατα ως προς το αν είναι σήµατα ενέργειας ή ισχύος (ή τίποτε από τα δυο), υπολογίζοντας την
πιο πιθανή από τις δυο µετρικές, σύµφωνα µε όσα γνωρίζετε από τις διαλέξεις.

(αʹ) x(t) = 2 cos(πt) + sin(10πt), −∞ < t < +∞
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(ϐʹ) x(t) = tu(t)

(γʹ) x(t) = t, −∞ < t < +∞

(δʹ) x(t) = Arect
(

t
T

)
Λύση: ΄Εχουµε

(αʹ) Για το x(t) = 2 cos(πt) + sin(10πt), −∞ < t < +∞ γνωρίζουµε από τις διαλέξεις ότι∑
i

Ai cos(2πfit+ ϕi) −→ P =
∑
i

A2
i

2
(47)

οπότε είναι σήµα ισχύος. ∆ηλ.

Px =
22

2
+

12

2
=

5

2
(48)

(ϐʹ) Το σήµα x(t) = tu(t) απειρίζεται όταν το t → +∞, οπότε δεν είναι σίγουρα σήµα ενέργειας ούτε ισχύος. Ας το
δείξουµε

Ex =

∫ +∞

−∞
t2u2(t)dt =

∫ +∞

−∞
t2u(t)dt =

∫ +∞

0
t2dt =

t3

3

]+∞

0
= +∞ (49)

και

Px = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
t2u2(t)dt = lim

T→+∞

1

2T

∫ T

−T
t2u(t)dt (50)

= lim
T→+∞

1

2T

∫ T

0
t2dt = lim

T→+∞

1

2T

t3

3

]T
0

(51)

= lim
T→+∞

1

2T

(T 3

3
− 0

)
= lim

T→+∞

1

2T

T 3

3
(52)

= lim
T→+∞

T 3

6T
= lim

T→+∞

T 2

6
(53)

= +∞ (54)

άρα πράγµατι δεν είναι ούτε σήµα ισχύος ούτε σήµα ενέργειας.

(γʹ) Το σήµα x(t) = t, −∞ < t < +∞ απειρίζεται όταν |t| → +∞, οπότε δεν είναι σήµα ενέργειας ούτε ισχύος. Ας το
δείξουµε.

Ex =

∫ +∞

−∞
t2dt =

t3

3

]+∞

−∞
= +∞ (55)

και

Px = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
t2dt = lim

T→+∞

1

2T

t3

3

]T
−T

(56)

= lim
T→+∞

1

2T

(T 3

3
− (−T )3

3

)
= lim

T→+∞

1

2T

2T 3

3
(57)

= lim
T→+∞

2T 3

6T
= lim

T→+∞

T 2

3
(58)

= +∞ (59)

(δʹ) Το σήµα x(t) = Arect
(

t
T

)
είναι πεπερασµένης διάρκειας και ϕραγµένου πλάτους, άρα είναι σίγουρα σήµα ενέρ-

γειας. Είναι

Ex =

∫ +∞

−∞
A2rect2

( t

T

)
dt =

∫ T/2

−T/2
A2dt = A2t

]T/2
−T/2

= A2
(T
2
− −T

2

)
= A2T (60)
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΄Ασκηση 5 - Μετασχηµατισµοί Σηµάτων

I. Σχεδιάστε τα σήµατα

(αʹ) u(t− 5)− u(t− 7)

(ϐʹ) u(t− 5) + u(t− 7)

(γʹ) t2(u(t− 1)− u(t− 2))

(δʹ) (t− 4)(u(t− 2)− u(t− 4))

II. Στο Σχήµα 1, ισχύει ότι x(−t) = x1(t). Εκφράστε τα σήµατα x2(t), x3(t), x4(t), x5(t) µε χρονικά µετατοπισµένου-

t

( )x t
1

01 t

1( )x t
1

0 1

t

2( )x t

1

0 1 2 t

3( )x t

1

0 11

t

4( )x t

1

0 1 / 21 / 2 t

5( )x t
3

2

0 2

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 5.

ς/κλιµακωµένους/αντιστραµµένους όρους των x(t), x1(t). Για παράδειγµα, έχουµε x2(t) = x(t− 1) + x1(t− 1)

Λύση:

I. Τα σήµατα

(αʹ) u(t− 5)− u(t− 7)

(ϐʹ) u(t− 5) + u(t− 7)

(γʹ) t2(u(t− 1)− u(t− 2))

(δʹ) (t− 4)(u(t− 2)− u(t− 4))

ϕαίνονται στο Σχήµα 2.

II. Μπορούµε να γράψουµε

x2(t) = x(t− 1) + x1(t− 1) (61)
x3(t) = x(t− 1) + x1(t+ 1) (62)
x4(t) = x(t− 0.5) + x1(t+ 0.5) (63)

x5(t) =
3

2
x
( t

2
− 1

)
(64)

Οι παραπάνω απαντήσεις δεν είναι µοναδικές.
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Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 5.

΄Ασκηση 6 - Συναρτήσεις ∆έλτα

Θεωρήστε το σήµα

x(t) =



t

∆
, −∆/2 < t < ∆/2

1, t > ∆/2

0, t < −∆/2

(65)

Το σήµα αυτό περνά από ένα σύστηµα διαφοριστή, δηλ. η έξοδος του συστήµατος είναι απλά η παράγωγος του x(t):

y(t) =
d

dt
x(t) (66)

(αʹ) Σχεδιάστε το σήµα x(t).

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η είσοδος x(t) µπορεί να γραφεί ως

x(t) =
t

∆

[
u
(
t+

∆

2

)
− u

(
t− ∆

2

)]
+ u

(
t− ∆

2

)
(67)

(γʹ) ∆είξτε ότι η έξοδος y(t) µπορεί να γραφεί ως

y(t) =
1

∆
rect

( t

∆

)
+

1

2
δ
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

)
(68)

(δʹ) ∆είξτε ότι
lim
∆→0

y(t) = δ(t) (69)
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Λύση:

(αʹ) Το σήµα

x(t) =



t

∆
, −∆/2 < t < ∆/2

1, t > ∆/2

0, t < −∆/2

(70)

ϕαίνεται στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Σχήµα ΄Ασκησης 6 για ∆ = 2.

(ϐʹ) Το σήµα στο διάστηµα −∆/2 < t < ∆/2 ουσιαστικά είναι µια πλάγια ευθεία πολλαπλασιασµένη µε ένα τετραγωνικό
παλµό µε κέντρο το t = 0 και διάρκειας ∆. ΄Αρα

x1(t) =
t

∆
rect

( t

∆

)
(71)

΄Οµως ξέρουµε ότι ο τετραγωνικός παλµός µπορεί να γραφεί ως άθροισµα δυο ϐηµατικών. Οπότε

x1(t) =
t

∆
(u(t+∆/2)− u(t−∆/2)) (72)

Το σήµα είναι µηδενικό για t < −∆/2, οπότε το υπόλοιπο σήµα για t > ∆/2 που είναι µοναδιαίο, µπορεί να
γραφεί ως

x2(t) = u(t−∆/2) (73)

Συνολικά
x(t) = x1(t) + x2(t) =

t

∆

[
u
(
t+

∆

2

)
− u

(
t− ∆

2

)]
+ u

(
t− ∆

2

)
(74)

(γʹ) Παραγωγίζοντας το σήµα x(t) όπως το ϐρήκαµε στο προηγούµενο ερώτηµα, έχουµε

d

dt
x(t) =

d

dt

t

∆

[
u
(
t+

∆

2

)
− u

(
t− ∆

2

)]
+

d

dt
u
(
t− ∆

2

)
(75)
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=
d

dt

t

∆
u
(
t+

∆

2

)
− d

dt

t

∆
u
(
t− ∆

2

)
+

d

dt
u
(
t− ∆

2

)
(76)

=
( d

dt

t

∆

)
u
(
t+

∆

2

)
+

t

∆

( d

dt
u
(
t+

∆

2

))
−
( d

dt

t

∆

)
u
(
t− ∆

2

)
− t

∆

( d

dt
u
(
t− ∆

2

))
+

d

dt
u
(
t− ∆

2

)
(77)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
+

t

∆
δ
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− t

∆
δ
(
t− ∆

2

)
+ δ

(
t− ∆

2

)
(78)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
− 1

∆

∆

2
δ
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− 1

∆

∆

2
δ
(
t− ∆

2

)
+ δ

(
t− ∆

2

)
(79)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

)
− 1

2
δ
(
t− ∆

2

)
+ δ

(
t− ∆

2

)
(80)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

)
+

1

2
δ
(
t− ∆

2

)
(81)

Οι δυο πρώτοι όροι αποτελούν ένα τετραγωνικό παλµό διάρκειας ∆ µε κέντρο το t = 0 και πλάτος 1/∆. Οπότε

y(t) =
1

∆
rect

( t

∆

)
+

1

2
δ
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

)
(82)

(δʹ) ΄Οταν ∆ → 0, ο τετραγωνικός παλµός γίνεται απειροστά στενός και αποκτά απείρως µεγάλο πλάτος, µε επιφάνεια
∆× 1/∆ = 1, άρα προσεγγίζει τη συνάρτηση ∆έλτα. Οπότε

lim
∆→0

1

∆
rect

( t

∆

)
= δ(t) (83)

Για τις υπόλοιπες συναρτήσεις ∆έλτα της εξόδου y(t), έχουµε ότι

lim
∆→0

(1
2
δ
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

))
= 0 (84)

γιατί οι δυο συναρτήσεις ∆έλτα πλησιάζουν στη χρονική στιγµή t = 0, η µια από το 0+ και η άλλη από το 0−, κι
επειδή οι επιφάνειές τους είναι ±1

2 , η µια ακυρώνει την άλλη. ΄Αρα συνολικά

lim
∆→0

y(t) = δ(t) (85)


