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Θέµα 1 - Βαθµός: 30

Σωστό ή λάθος ; ∆ικαιολογήστε επαρκώς. Απαντήσεις χωρίς αιτιολόγηση δε ϐαθµολογούνται.

(αʹ) (3 µ.) Ισχύει
Re{(1 + j)(cos(t) + j sin(t))} = cos(t)− sin(t)

(ϐʹ) (3 µ.) ΄Ενα περιοδικό σήµα x(t) µε συντελεστές Fourier

Xk =
12

1− 2|k|
(1)

είναι πραγµατικό και άρτιο.

(γʹ) (3 µ.) Το σύστηµα y(t) = x(2t) είναι γραµµικό και χρονικά αµετάβλητο.

(δʹ) (3 µ.) Αν
rect(t− 2)←→ sinc(f)e−j4πf (2)

τότε
sinc(t)e−j4πt ←→ rect(f − 2) (3)

(εʹ) (3 µ.) Αν ένα περιοδικό σήµα αναπτύσσεται σε σειρά Fourier µε συντελεστές Xk και ισχύει X0 ̸= 0, τότε το
σήµα δεν µπορεί να είναι περιττό.

(ϛʹ) (3 µ.) Αν ένας µετασχ. Fourier γράφεται ως

X(f) = A(f)ejϕ(f), A(f) ∈ R, ϕ(f) ∈ (−π, π] (4)

τότε η µορφή αυτή ονοµάζεται πολική µορφή.

(Ϲʹ) (3 µ.) Η ϑεµελιώδης συχότητα του σήµατος x(t) = 2 cos(2π100t)− 4 sin(75t) ισούται µε f0 = 25 Hz.

(ηʹ) (3 µ.) Το σήµα
x(t) = e−|t| (5)

είναι σήµα ενέργειας.

(ϑʹ) (3 µ.) Ισχύει
u(at) = u(t) (6)

για κάθε a ∈ R.

(ιʹ) (3 µ.) Αν x(t)←→ X(f) = |X(f)|ejϕ(f), τότε

y(t) = x(t− t0), t0 > 0←→ Y (f) = |X(f)|ej(ϕ(f)+2πft0) (7)
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Λύση:

(αʹ) Σωστό,

Re{(1 + j)(cos(t) + j sin(t))} = Re{cos(t) + j sin(t) + j cos(t)− sin(t)} (8)
= Re{cos(t)− sin(t) + j(sin(t) + cos(t))} (9)
= cos(t)− sin(t) (10)

(ϐʹ) Σωστό, οι συντελεστές Fourier ενός πραγµατικού και άρτιου περιοδικού σήµατος είναι πραγµατικοί ως προς
k, δηλ.

Xk ∈ R (11)

ενώ ισχύει
Xk = X∗

−k (12)

λόγω πραγµατικού x(t). Λόγω του ότι οι συντελεστές είναι πραγµατικοί, η παραπάνω σχέση γίνεται

Xk = X−k (13)

που ισχύει στην περίπτωσή µας.

(γʹ) Λάθος, το σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο. Αν καθυστερήσουµε την είσοδο κατά t0, ϑα έχουµε

yd(t) = x(2t− t0) (14)

ενώ αν καθυστερήσουµε την έξοδο κατά t0 ϑα έχουµε

y(t− t0) = x(2(t− t0)) (15)

Οι δυο παραπάνω σχέσεις δεν είναι ίδιες.

(δʹ) Λάθος, σύµφωνα µε την ιδιότητα της δυικότητας, αν

rect(t− 2)←→ sinc(f)e−j4πf (16)

τότε
sinc(t)e−j4πt ←→ rect(−f − 2) ̸= rect(f − 2) (17)

(εʹ) Σωστό, ο συντελεστής X0 αποτελεί τη µέση τιµή του σήµατος, και γραφικά ‘‘ανεβοκατεβάζει’΄ στον άξονα y′y το
σήµα µας. Αν X0 ̸= 0, σηµαίνει ότι το περιοδικό σήµα ϐρίσκεται γύρω από τον άξονα y = X0, µε αποτέλεσµα
να µην µπορεί να υπάρξει περιττή συµµετρία (µπορεί να υπάρξει µόνο άρτια).

(ϛʹ) Λάθος, η πολική µορφή γράφεται ως
X(f) = A(f)ejϕ(f) (18)

µε A(f) = |X(f)| ≥ 0, ϕ(f) ∈ (−π, π]. ΄Οµως το ερώτηµα αναφέρει A(f) ∈ R κι όχι ∈ R+.

(Ϲʹ) Λάθος, το σήµα δεν είναι καν περιοδικό γιατί ο λόγος των συχνοτήτων του δεν είναι λόγος ακεραίων :

f1
f2

=
100
75
2π

=
200π

75
/∈ Q (19)
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(ηʹ) Σωστό, το σήµα είναι σήµα ενέργειας,∫ +∞

−∞
x2(t)dt =

∫ +∞

−∞
e−2|t|dt =

∫ 0

−∞
e2tdt+

∫ +∞

0

e−2tdt =
1

2
+

1

2
= 1 (20)

(ϑʹ) Λάθος, αφού για a > 0

u(at) =


1, at > 0

0, at < 0

=


1, at

a
> 0

a

0, at
a
< 0

a

=


1, t > 0

0, t < 0

= u(t) (21)

ενώ για a < 0

u(at) = u(−|a|t) =


1, −|a|t > 0

0, −|a|t < 0

=


1, −|a|t

−|a| <
0

−|a|

0, −|a|t
−|a| >

0
−|a|

=


1, t < 0

0, t > 0

= u(−t) (22)

(ιʹ) Λάθος, αφού από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης έχουµε

Y (f) = |X(f)|ejϕ(f)e−j2πft0 = |X(f)|ej(ϕ(f)−2πft0) (23)

Θέµα 2 - Βαθµός: 30

∆είτε την Εικόνα 1. Αντιστοιχίστε τα περιοδικά σήµατα της αριστερής στήλης µε τα ϕάσµατα της δεξιάς στήλης
(ένα µε ένα). Αιτιολογήστε επαρκώς. Αντιστοιχίσεις χωρίς αιτιολόγηση δε ϐαθµολογούνται.

Λύση:

� Ξεκινώντας από τα απλούστερα σήµατα, το (a) είναι ένα απλό ηµίτονο κι έχει περίοδο T0 = 1 δευτερόλεπτο,
άρα ϑα έχει ϑεµελιώδη συχνότητα f0 = 1/T0 = 1 Hz. Οπότε οι ϕασµατικές του γραµµές ϑα ϐρίσκονται στις
συχνότητες ±1 Hz και µόνο εκεί. Αντιστοιχίζεται µε το (3).

� Το επόµενο απλούστερο, το (d) είναι επίσης ένα απλό ηµίτονο κι έχει περίοδο T0 = 2 δευτερόλεπτα, άρα
ϑα έχει ϑεµελιώδη συχνότητα f0 = 1/T0 = 1/2 Hz. Οπότε οι ϕασµατικές του γραµµές ϑα ϐρίσκονται στις
συχνότητες ±1/2 Hz και µόνο εκεί. Αντιστοιχίζεται µε το (2).

� Το σήµα (e) αποτελείται από ένα ηµίτονο ίδιας συχνότητας µε το (d) συν µια ακόµα µεγαλύτερη συχνότητα
αλλά µικρότερου πλάτους. Η περίοδος του σήµατος είναι επίσης T0 = 2 δευτερόλεπτα, άρα η ϑεµελιώδης
συχνότητα ϑα είναι f0 = 1/2 Hz. Οπότε ϑα έχουµε ϕασµατικές γραµµές ξανά στις συχνότητες ±1/2 Hz
συν δυο ακόµα σε κάποιες µεγαλύτερες συχνότητες. Το µόνο ϕάσµα που ανταποκρίνεται σε αυτές τις
προδιαγραφές είναι το (4).

� Τα εναποµείναντα σήµατα (b, c) είναι ουσιαστικά τα ίδια, µε µόνη διαφορά στο συντελεστή X0, ο οποίος
‘‘ανεβοκατεβάζει’’ τη γραφική παράσταση ως προς τον y′y. Βλέπουµε ότι το (c) είναι το ίδιο µε το (b) και
του έχει προστεθεί µια σταθερά. ΄Αρα από τα ϕάσµατα (1), (5), στο (c) αντιστοιχεί εκείνο µε τη µη µηδενική
X0, που είναι το ϕάσµα (5).
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Σχήµα 1: Εικόνα Θέµατος 2.

� Αναπόφευκτα, το σήµα (b) αντιστοιχίζεται στο ϕάσµα (1). Αυτό επιβεβαιώνεται κι από το γεγονός ότι το
(b) έχει µηδενική µέση τιµή, πράγµα που αντιστοιχεί σε X0 = 0, και απουσία ϕασµατικής γραµµής στη
συχνότητα f = 0.
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Συγκεντρωτικά: (a)→ (3), (b)→ (1), (c)→ (5) (d)→ (2), (e)→ (4).

Θέµα 3 - Βαθµός: 40

΄Ενα σύστηµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t) + 4y(t) = x(t) (24)

και έχει αρχικές συνθήκες y(0−) = 1, d
dt
y(t)

∣∣∣
t=0−

= 0.

(αʹ) (10 µ.) ∆είξτε ότι η απόκριση µηδενικής εισόδου, yzi(t), ισούται µε

yzi(t) = cos(2t)u(t) (25)

(ϐʹ) (12.5 µ.) ∆είξτε ότι η κρουστική του απόκριση, h(t), ίσούται µε

h(t) =
1

2
sin(2t)u(t) (26)

(γʹ) (12.5 µ.) Βρείτε αναλυτικά (µη χρησιµοποιήσετε έτοιµους πίνακες) την απόκριση µηδενικής κατάστασης,
yzs(t), για είσοδο

x(t) = u(t) (27)

(δʹ) (5.0 µ.) Είναι το σύστηµα ευσταθές ; ∆ικαιολογήστε.

Λύση:

(αʹ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι της µορφής

λ2 + 4 (28)

και άρα οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι οι λ1 = −2j και λ2 = 2j. Οπότε η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα
είναι της µορφής

yzi(t) = c1e
−2jt + c2e

2jt, t > 0 (29)

Από τις αρχικές συνθήκες που µας δίνονται έχουµε

yzi(0
−) = 1 (30)

y′zi(0
−) = 0 (31)

Οπότε έχουµε το σύστηµα

yzi(0
−) = c1 + c2 = 1 (32)

y′zi(0
−) = −2jc1 + 2jc2 = 0 (33)

και λύνοντάς το έχουµε

c1 =
1

2
(34)

c2 =
1

2
(35)

Οπότε
yzi(t) =

[
1

2
e2jt +

1

2
e−2jt

]
u(t) = cos(2t)u(t) (36)
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(ϐʹ) Στο σύστηµα δεν υπάρχει κάποια παράγωγος της εισόδου, άρα δε χρειάζεται να ϑέσουµε κάποιο απλούστερο
σύστηµα. Οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι – όπως πριν – οι λ1 = −2j και λ2 = 2j. Οπότε η κρουστική
απόκριση ϑα είναι της µορφής

h(t) = c1e
−2jt + c2e

2jt, t > 0 (37)
Οι ψευδοαρχικές συνθήκες που εισάγει η συνάρτηση ∆έλτα είναι οι

h(0+) = 0 (38)
h′(0+) = 1 (39)

Οπότε έχουµε το σύστηµα

h(0+) = c1 + c2 = 0 (40)
h′(0+) = −2jc1 + 2jc2 = 1 (41)

και λύνοντάς το έχουµε

c1 = −
1

4j
(42)

c2 =
1

4j
(43)

Οπότε
h(t) = − 1

4j
e−j2t +

1

4j
ej2t, t > 0 =

1

2
sin(2t)u(t) (44)

(γʹ) Θα είναι

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞

1

2
sin(2τ)u(τ)u(t− τ)dτ (45)

=
1

2

∫ +∞

−∞
sin(2τ)u(τ)u(t− τ)dτ (46)

=
1

2

∫ t

0

sin(2τ)dτ (47)

γιατί
u(τ)u(t− τ) = 1, 0 < τ < t (48)

οπότε

yzs(t) =
1

2

∫ t

0

sin(2τ)dτ =
1

2
·
(
−1

2
cos(2τ)

) ∣∣∣t
0

(49)

=
1

4
(− cos(2t) + 1) =

1

4
(1− cos(2t)) (50)

για t > 0, δηλ.

yzs(t) =
1

4
(1− cos(2t))u(t) (51)

(δʹ) Το σύστηµα είναι ασταθές γιατί οι ϱίζες γράφονται ως

λ1,2 = 0± 2j (52)

µε το πραγµατικό τους µέρος να µην πληροί τη συνθήκη

ℜ{λi} < 0 (53)

Εναλλακτικά, η κρουστική απόκριση δεν είναι απολύτως ολοκληρώσιµη γιατί αποτελείται από µια ταλάντωση
(sin(2t)u(t)) της οποίας η απόλυτη τιµή δεν έχει πεπερασµένη επιφάνεια.


