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ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

Θέµα 1ο - 25 µονάδες (2.5 µ. κάθε ερώτηµα): Βασικές Γνώσεις

Σωστό ή Λαθος ; ∆ικαιολογήστε επαρκώς - απάντηση χωρίς αιτιολόγηση δε ϐαθµολογείται.

(αʹ) Αν για ένα σήµα x(t) ισχύει x(t) ∈ R και x(t) = x(−t), τότε για το µετασχ. Fourier του, X(f), ισχύει
X(f) ∈ R και X(f) = X(−f).

(ϐʹ) Αν ένα σήµα x(t) έχει µετασχ. Fourier X(f), τότε το σήµα x(t− t0) έχει µετασχ. Fourier

e−j2π(f/t0)X(f) (1)

(γʹ) Αν ένα περιοδικό σήµα x(t) έχει συντελεστές Fourier Xk, τότε ο µετασχ. Fourier του είναι

X(f) =
∞∑

k=−∞

|Xk|δ (f − kf0) (2)

(δʹ) Αν ένα ΓΧΑ σύστηµα είναι αιτιατό, τότε είναι και ευσταθές, κι επίσης ισχύει και το αντίστροφο.

(εʹ) Για ένα αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα µε ϱητή συνάρτηση µεταφοράς H(s), η ευστάθεια απαιτεί όλοι οι πόλοι της
H(s) να ϐρίσκονται αυστηρά στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο.

(ϛʹ) Αν δύο σήµατα ενέργειας x(t) και y(t) έχουν µη επικαλυπτόµενα ϕάσµατα, δηλ.

X∗(f)Y (f) = X(f)Y ∗(f) = 0, ∀f (3)

τότε οι ετεροσυσχετίσεις τους είναι µηδενικές για κάθε χρονική µετατόπιση τ .

(Ϲʹ) Για ένα σήµα ισχύος x(t), η αυτοσυσχέτιση ϕx(τ) έχει µετασχ. Fourier ίσο µε Φx(f) = |X(f)|2.

(ηʹ) Αν ένα περιοδικό σήµα έχει συντελεστές Fourier Xk, τότε απαραίτητα ισχύει X−k = X∗
k .

(ϑʹ) Αν ένα σήµα είναι ϐασικής Ϲώνης µε µέγιστη συχνότητα B Hz, τότε µπορεί να ανακατασκευαστεί πλήρως και
ακριβώς από οµοιόµορφη δειγµατοληψία αν χρησιµοποιήσουµε συχνότητα δειγµατοληψίας fs > 4B.

(ιʹ) Αν ένα αιτιατό σήµα έχει ϱητό µετασχ. Laplace µε µόνους πόλους στις ϑέσεις s = −1 και s = −3, τότε το
πεδίο σύγκλισης είναι απαραίτητα ‘‘λωριδοειδές’’ και είναι της µορφής −3 < Re{s} < −1.

Λύση:

(αʹ) Σωστό. ΄Ενα πραγµατικό και άρτιο σήµα στο χρόνο έχει πραγµατικό και άρτιο µετασχ. Fourier, αφού αν
x(t) = x(−t), τότε ο µετασχ. Fourier είναι πραγµατικός (ιδιότητα), X(f) ∈ ℜ, και από την ιδιότητα της
αντιστροφής στο χρόνο, X(f) = X(−f), που δηλώνει ότι ο µετασχηµατισµός είναι άρτιος.

(ϐʹ) Λάθος. Ο µετασχ. είναι της µορφής e−j2πft0X(f).

(γʹ) Λάθος. Η σωστή σχέση είναι χωρίς το µέτρο, δηλ.
∑

k Xkδ(f − kf0).
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(δʹ) Λάθος. Το ένα δε συνεπάγεται το άλλο. Π.χ. το σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) = e2tu(t) είναι αιτιατό
αλλά όχι ευσταθές. Το σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) = etu(−t) είναι ευσταθές αλλά όχι αιτιατό.

(εʹ) Σωστό. Αν όλοι οι πόλοι ϐρίσκονται αριστερά του ϕανταστικού άξονα, τότε ο πόλος µε το µεγαλύτερο πραγµα-
τικό µέρος, smax, ϑα ορίζει ένα πεδίο σύγκλισης ℜ{s} > ℜ{smax} που ϑα περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα
και ϑα καθιστά το σύστηµα ευσταθές.

(ϛʹ) Σωστό. Τα µη επικαλυπτόµενα ϕάσµατα υποδηλώνουν µηδενική διαφασµατική πυκνότητα ενέργειας, δηλ.
Φxy(f) = Φyx(f) = 0, µε αποτέλεσµα οι ετεροσυσχετίσεις, ως αντίστροφοι µετασχηµατισµοί Fourier των
ϕασµατικών πυκνοτήτων, να είναι κι αυτές µηδενικές.

(Ϲʹ) Λάθος. Η σχέση που αναφέρεται ισχύει για σήµατα ενέργειας.

(ηʹ) Λάθος. ∆εν ισχύει απαραίτητα – πρέπει το σήµα να είναι πραγµατικό, x(t) ∈ ℜ.

(ϑʹ) Σωστό. Το κάτω όριο (ϱυθµός Nyquist) είναι 2B, αλλά η πρόταση είναι σωστή για fs > 4B.

(ιʹ) Λάθος. Αν το σήµα είναι αιτιατό, ϑα έχει πεδίο σύγκλισης ένα ηµιεπίπεδο δεξιά του µεγαλύτερου πόλου,
s = −1, δηλ. ℜ{s} > −1.

Θέµα 2ο - 25 µονάδες: Συστήµατα και Μετασχ. Laplace

΄Εστω το αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών του Σχήµατος 1.

Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών Θέµατος 2.

(αʹ) (5 µ.) Ποιό είναι το πεδίο σύγκλισης του συστήµατος ;

(ϐʹ) (10 µ.) Αν γνωρίζετε ότι H(0) = −1, ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς H(s) του συστήµατος.

(γʹ) (5 µ.) Μπορείτε να υπολογίσετε την απόκριση σε συχνότητα H(f) από την παραπάνω συνάρτηση µεταφοράς ;
Αν ναι, ϐρείτε τη. Αν όχι, γιατί ; Εξηγήστε σε κάθε περίπτωση.

(δʹ) (5 µ.) Βρείτε µια διαφορική εξίσωση που υλοποιεί το παραπάνω σύστηµα.

Λύση:

(αʹ) Το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι υποχρεωτικά το σ > −1, ως αιτιατό σύστηµα (δεξιόπλευρο πεδίο σύγκλισης).

(ϐʹ) Θα έχουµε

H(s) = A
(s− 1)(s+ 3)

(s+ 1)(s+ 2)
(4)

από το διάγραµµα, και επειδή H(0) = −1, παίρνουµε A = 2/3. Οπότε

H(s) =
2

3

(s− 1)(s+ 3)

(s+ 1)(s+ 2)
, σ > −1 (5)
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(γʹ) Ναι, µπορεί να υπολογιστεί γιατί ο ϕανταστικός άξονας περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης, και άρα

H(f) =
2

3

(−1 + j2πf)(3 + j2πf)

(j2πf + 1)(j2πf + 2)
(6)

(δʹ) Από τη συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

2(s− 1)(s+ 3)

3(s+ 1)(s+ 2)
⇐⇒ 3(s+ 1)(s+ 2)Y (s) = 2(s− 1)(s+ 3)X(s) (7)

που γράφεται ως

3(s2 + 3s+ 2)Y (s) = 2(s2 + 2s− 3)X(s) ⇐⇒ 3s2Y (s) + 9sY (s) + 6Y (s) = 2s2X(s) + 4sX(s)− 6X(s) (8)

Επιστρέφοντας στο χρόνο

3
d2

dt2
y(t) + 9

d

dt
y(t) + 6y(t) = 2

d2

dt2
x(t) + 4

d

dt
x(t)− 6x(t) (9)

Θέµα 3ο - 15 µονάδες: Νέος Μετασχηµατισµός !

Θεωρήστε τον µετασχηµατισµό Q{·} που ορίζεται ως

XQ(s) = Q{x(t)} =

∫ ∞

0

t x(t)e−st2 dt (10)

όπου s ∈ C. Ο µετασχηµατισµός αυτός είναι ‘‘ξάδερφος’’ του γνωστού σας µετασχηµατισµού Laplace.

(αʹ) (7.5 µ.) Να δείξετε ότι ο µετασχηµατισµός Q{·} είναι γραµµικός : αν Q{x(t)} = XQ(s), Q{y(t)} = YQ(s),
τότε για σταθερές α, β ∈ C ισχύει

Q{αx(t) + βy(t)} = αXQ(s) + βYQ(s) (11)

(ϐʹ) (7.5 µ.) Να δείξετε την ιδιότητα χρονικής κλιµάκωσης του µετασχηµατισµού: αν Q{x(t)} = XQ(s), τότε για
λ > 0 ισχύει

Q{x(λt)} =
1

λ2
XQ

( s

λ2

)
(12)

Λύση:

(αʹ) ΄Εχουµε

Q{αx(t) + βy(t)} =

∫ ∞

0

t(αx(t) + βy(t))e−st2dt (13)

=

∫ ∞

0

tαx(t)e−st2dt+

∫ ∞

0

tβy(t)e−st2dt (14)

= α

∫ ∞

0

tx(t)e−st2dt+ β

∫ ∞

0

ty(t)e−st2dt (15)

= αXQ(s) + βYQ(s) (16)
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(ϐʹ) ΄Εχουµε

Q{x(λt)} =

∫ ∞

0

tx(λt)e−st2dt (17)

Θέτουµε w = λt =⇒ dw = λdt, ενώ τα όρια ολοκλήρωσης δεν αλλάζουν γιατί λ > 0. ΄Αρα

Q{x(w)} =
1

λ

∫ ∞

0

w

λ
x(w)e−s(w

λ )
2

dw (18)

=
1

λ2

∫ ∞

0

wx(w)e−(
s
λ2
)w2

dw (19)

=
1

λ2
XQ

( s

λ2

)
(20)

Θέµα 4ο - 40 µονάδες: Συστήµατα και Φασµατικές Πυκνότητες

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) που περιγράφεται σε µια περίοδό του ως

x(t, T0) =


2, 0 < t < T1

1, T1 < t < 2T1

0, 2T1 < t < T0

(21)

µε T1 = T0/3 και T0 = 0.001 s.

(αʹ) (20 µ.) ∆είξτε ότι οι συντελεστές Fourier του, Xk, δίνονται ως

Xk =


1, k = 0
0, k = 3l, l ∈ Z− {0}
−j

3

2πk
, k ̸= 3l, l ∈ Z− {0}

(22)

(ϐʹ) (5 µ.) Βρείτε τη ϕασµατική πυκνότητα ισχύος Φx(f) για το σήµα αυτό.

(γʹ) (10 µ.) Το παραπάνω περιοδικό σήµα εµφανίζεται ως είσοδος στο ΓΧΑ σύστηµα µε κρουστική απόκριση

h(t) = (4000π)sinc(2000t) cos(2π4500t) (23)

Ποιά είναι η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος της εξόδου, Φy(f);

(δʹ) (5 µ.) ∆είξτε ότι ο λόγος µέσης ισχύος εισόδου-εξόδου,
Py

Px

ισούται µε
1107

4000
≈ 0.276.

Λύση:
Αφού T0 = 0.001 s ϑα είναι

f0 =
1

T0

= 1000 Hz (24)

(αʹ) Οι συντελεστές της εκθετικής σειράς Fourier είναι

Xk =
1

T0

∫ T0

0

x(t)e−j2πkf0t dt (25)
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Για k = 0 έχουµε

X0 =

∫ T0

0

x(t)dt =
1

T0

[2T1 + T1] =
3T1

T0

=
3T0/3

3
= 1 (26)

Για k ̸= 0,

Xk =
1

T0

[
2

∫ T1

0

e−jk2πf0t dt+

∫ 2T1

T1

e−jk2πf0t dt

]
(27)

Υπολογίζουµε τα δύο ολοκληρώµατα,

Xk =
1

T0

[
2
e−jk2πf0t

−jk2πf0

∣∣∣∣T1

0

+
e−jk2πf0t

−jk2πf0

∣∣∣∣2T1

T1

]
(28)

=
1

T0

[
2
e−jk2πf0T1 − 1

−jk2πf0
+

e−jk2πf0(2T1) − e−jk2πf0T1

−jk2πf0

]
(29)

=
1

T0

[
2
1− e−jk2πf0T1

jk2πf0
+

e−jk2πf0T1 − e−jk2πf0(2T1)

jk2πf0

]
(30)

΄Αρα

Xk =
2− 2e−jk2πf0T1 + e−jk2πf0T1 − e−jk2πf0(2T1)

j2πk
=

2− e−jk2πf0T1 − e−jk2πf0(2T1)

j2πk
(31)

Τέλος, επειδή

T1 =
T0

3
(32)

προκύπτει

2πf0T1 = 2πf0
T0

3
=

2π

3
, 2πf0(2T1) = 2πf0

2T0

3
=

4π

3
(33)

Εποµένως

Xk =
2− e−j2πk/3 − e−j4πk/3

j2πk
, k ̸= 0 (34)

Από το δοθέν τυπολόγιο, για k πολλαπλάσιο του 3

e−j2πk/3 = 1, e−j4πk/3 = 1, (35)

άρα
Xk = 0 (36)

Αν k δεν είναι πολλαπλάσιο του 3, τότε

e−j2πk/3 + e−j4πk/3 = −1, (37)

οπότε
Xk =

3

j2πk
= −j

3

2πk
(38)

Εποµένως

Xk =


1, k = 0,

0, k = 3l, l ∈ Z− {0},

−j
3

2πk
, k ̸= 0, k ̸= 3l

(39)
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(ϐʹ) Για ένα περιοδικό σήµα, η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος δίνεται ως

Φx(f) =
∞∑

k=−∞

|Xk|2δ(f − kf0) (40)

δηλαδή

Φx(f) = δ(f) +
∞∑

k=−∞
k ̸=0, k /∈3Z

9

4π2k2
δ(f − 1000k) (41)

(γʹ) Η κρουστική απόκριση του συστήµατος είναι

h(t) = (4000π) sinc(2000t) cos(2π4500t) (42)

Αναγνωρίζουµε ότι το ϕίλτρο είναι ένα ιδανικό Ϲωνοπερατό ϕίλτρο επιλογής συχνοτήτων µε πλάτος π, δηλ. µε
συχνοτική απόκριση

H(f) = π rect

(
f − 4500

2000

)
+ π rect

(
f + 4500

2000

)
(43)

Εποµένως

H(f) =

{
π, 3500 < |f | < 5500
0, αλλού (44)

Για τη ϕασµατική πυκνότητα ισχύος της εξόδου ισχύει

Φy(f) = |H(f)|2Φx(f) (45)

Το ϕίλτρο κρατά µόνο τις γραµµές της ϕασµατικής πυκνότητας ισχύος της εισόδου στις συχνότητες

f = ±4000 Hz, f = ±5000 Hz (46)

Αυτές αντιστοιχούν στους δείκτες
k = ±4, k = ±5 (47)

Για k = ±4,
|X±4|2 =

9

4π2(4)2
=

9

64π2
(48)

Για k = ±5,
|X±5|2 =

9

4π2(5)2
=

9

100π2
(49)

Επειδή το πλάτος του ϕίλτρου στη Ϲώνη διέλευσης είναι π, έχουµε

|H(f)|2 = π2 (50)

στις συχνότητες που διέρχονται. ΄Αρα

|Y±4|2 = π2|X±4|2 = π2 9

64π2
=

9

64
(51)

και
|Y±5|2 = π2|X±5|2 = π2 9

100π2
=

9

100
(52)

Συνεπώς, η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος της εξόδου είναι

Φy(f) =
9

64
[δ(f − 4000) + δ(f + 4000)] +

9

100
[δ(f − 5000) + δ(f + 5000)] (53)
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(δʹ) Η µέση ισχύς του σήµατος εισόδου είναι

Px =
1

T0

∫ T0

0

|x(t)|2 dt = 1

T0

[4T1 + T1] =
5T1

T0

=
5

3
(54)

Η µέση ισχύς της εξόδου είναι το άθροισµα των συντελεστών των συναρτήσεων ∆έλτα της Φy(f):

Py = 2
9

64
+ 2

9

100
(55)

΄Αρα

Py =
18

64
+

18

100
=

9

32
+

9

50
=

450

1600
+

288

1600
=

738

1600
=

369

800
(56)

Εποµένως
Py

Px

=
369
800
5
3

=
369

800

3

5
=

1107

4000
(57)

Μονάδες εξέτασης : 105, ΄Αριστα : 100


