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΄Ασκηση 1 - Κυκλώµατα στο χώρο του Laplace

(αʹ) Είναι :

LC
d2

dt2
y(t) +RC

d

dt
y(t) + y(t) = x(t)

L−→ LCs2Y (s) +RCsY (s) + Y (s) = X(s) (1)

Y (s)(LCs2 +RCs+ 1) = X(s) (2)

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1

LCs2 +RCs+ 1
(3)

µε πεδίο σύγκλισης Re{s} > Re{s0}, µε s0 τον πόλο µε το µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος, καθώς µιλάµε για ένα
πραγµατικό κύκλωµα χωρίς αρχικές συνθήκες, άρα πρέπει να είναι αιτιατό.

(ϐʹ) Οι ϱίζες του παρονοµαστή είναι :

s1,2 =
−RC ±

√
R2C2 − 4LC

2LC
= − R

2L
±

√(
R

2L

)2

− 1

LC
(4)

Αν οι τιµές των R,L,C είναι πάντα ϑετικές, τότε οι πόλοι ϑα ϐρίσκονται πάντα στο αριστερό ηµιεπίπεδο του µιγαδικού
επιπέδου (επειδή το πραγµατικό µέρος των παραπάνω εξισώσεων ϑα είναι πάντα αρνητικό). Αφού το σύστηµα είναι
αιτιατό, το πεδίο σύγκλισης είναι δεξιόπλευρο και συγκεκριµένα δεξιότερα από τον πιο δεξιό πόλο (τον πόλο µε
το µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος). ΄Αρα ϑα περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα j2πf και έτσι το σύστηµα είναι
ευσταθές.

Εναλλακτικά, µπορούµε να εξετάσουµε τις περιπτώσεις, δεδοµένου R,L,C > 0 (παθητικό κύκλωµα):

� Πραγµατικοί, διαφορετικοί πόλοι : πρέπει(
R

2L

)2

− 1

LC
> 0 ⇐⇒ R > 2

√
L

C
(5)

και τότε είναι και οι δυο πόλοι πραγµατικοί και αρνητικοί, αφού

0 <

√(
R

2L

)2

− 1

LC
<

R

2L
(6)

τότε

− R

2L
+

√(
R

2L

)2

− 1

LC
< 0 (7)

και

− R

2L
−

√(
R

2L

)2

− 1

LC
< 0 (8)

� Μιγαδικοί πόλοι : πρέπει (
R

2L

)2

− 1

LC
< 0 ⇐⇒ R < 2

√
L

C
(9)
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και τότε είναι και οι δυο πόλοι µιγαδικοί µε αρνητικό πραγµατικό µέρος, δηλ.

s1,2 = − R

2L
± j

√
1

LC
−
(

R

2L

)2

(10)

� ∆ιπλός πόλος : πρέπει (
R

2L

)2

− 1

LC
= 0 ⇐⇒ R = 2

√
L

C
(11)

και τότε υπάρχουν δυο πόλοι στην ίδια ϑέση

s1,2 = − R

2L
(12)

που είναι αρνητικοί.

΄Αρα αρκεί R,L,C > 0 για να είναι το κύκλωµα ευσταθές.

΄Ασκηση 2 - Αντίστροφος Μετασχ. Laplace

(αʹ)

H(s) =
s+ 2

s2 − 5s+ 6
=

s+ 2

(s− 2)(s− 3)
=

A

s− 2
+

B

s− 3
(13)

µε

A =
s+ 2

(s− 2)(s− 3)
(s− 2)

∣∣∣
s=2

=
s+ 2

s− 3

∣∣∣
s=2

= −4 (14)

B =
s+ 2

(s− 2)(s− 3)
(s− 3)

∣∣∣
s=3

=
s+ 2

s− 2

∣∣∣
s=3

= 5 (15)

Οπότε
X(s) = − 4

s− 2
+

5

s− 3
(16)

� Για Re {s} > 3, το σήµα ϑα είναι αιτιατό, όχι όµως και ευσταθές, αφού δεν περιλαµβάνεται σε αυτό ο ϕαντα-
στικός άξονας.

x(t) = −4e2tu(t) + 5e3tu(t) (17)

� Για Re {s} < 2, το σήµα ϑα είναι άντι-αιτιατό και ευσταθές, αφού περιλαµβάνεται σε αυτό ο ϕανταστικός
άξονας.

x(t) = 4e2tu(−t)− 5e3tu(−t) (18)

� Για 2 < Re {s} < 3, το σήµα ϑα είναι αµφίπλευρο και µη ευσταθές, αφού δεν περιλαµβάνει το ϕανταστικό
άξονα.

x(t) = −4e2tu(t)− 5e3tu(−t) (19)

(ϐʹ) ∆ιαιρώντας τα πολυώνυµα έχουµε

s2 − 1 2s2 + 2s− 2
s2 + s− 1 1

2

−s
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και άρα

H(s) =
s2 − 1

2s2 + 2− 2

πολυωνυµική διαίρεση*−−−−−−−−−−−−−→ H(s) =
1

2
− s

2s2 + 2s− 2
(20)

=
1

2
− s

2(s− s1)(s− s2)
, όπου s1,2 =

−1±
√
5

2
(21)

=
1

2
− 1

2

(
A

s− s1
+

B

s− s2

)
(22)

µε

A =
s

(s− s2)

∣∣∣
s=s1

=
s1

s1 − s2
=

−1+
√
5

2

−1+
√
5

2 − 1−
√
5

2

=
1 +

√
5

2
(23)

B =
s

(s− s1)

∣∣∣
s=s2

=
s2

s2 − s1
=

−1−
√
5

2

−1−
√
5

2 − 1+
√
5

2

=
1−

√
5

2
(24)

Συνεπώς

H(s) =
1

2
− 1

2

1 +
√
5

2

1

s− s1
− 1

2

1−
√
5

2

1

s− s2
(25)

� Για Re {s} > −1+
√
5

2 , το σήµα ϑα είναι αιτιατό, όχι όµως και ευσταθές, αφού δεν περιλαµβάνεται σε αυτό ο
ϕανταστικός άξονας.

h(t) =
1

2
δ(t)− 1 +

√
5

4
es1tu(t)− 1−

√
5

4
es2tu(t) (26)

� Για Re {s} < −1−
√
5

2 , το σήµα ϑα είναι άντι-αιτιατό όχι όµως ευσταθές, αφού δεν περιλαµβάνεται σε αυτό ο
ϕανταστικός άξονας.

h(t) =
1

2
δ(t) +

1 +
√
5

4
es1tu(−t) +

1−
√
5

4
es2tu(−t) (27)

� Για −1−
√
5

2 < Re {s} < −1+
√
5

4 , το σήµα ϑα είναι αµφίπλευρο και ευσταθές, αφού περιλαµβάνει το ϕανταστικό
άξονα.

h(t) =
1

2
δ(t)− 1 +

√
5

4
es1tu(t) +

1−
√
5

4
es2tu(−t) (28)

(γʹ) Είναι

H(s) =
2s− 2

s2 + 2s+ 1
=

2(s− 1)

(s+ 1)2
=

2s

(s+ 1)2
− 2

(s+ 1)2
, αφού έχουµε διπλή ϱίζα στο s = −1 (29)

� Για Re {s} > −1, το σύστηµα ϑα είναι δεξιόπλευρο, αιτιατό και ευσταθές αφού περιλαµβάνει το ϕανταστικό
άξονα στο πεδίο σύγκλισης.

h(t) = 2
d

dt
te−tu(t)− 2te−tu(t) (30)

= 2t′e−tu(t) + 2t(e−tu(t))′ − 2te−tu(t) (31)
= 2e−tu(t) + 2t(e−t)′u(t) + 2te−tu′(t)− 2te−tu(t) (32)

= 2e−tu(t)− 2te−tu(t) +�����:0
2te−tδ(t)− 2te−tu(t) (33)

= 2e−tu(t)− 4te−tu(t) (34)
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� Για Re {s} < −1, το σύστηµα είναι αντι-αιτιατό αλλά ασταθές αφού δεν περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα στο
πεδίο σύγκλισης.

h(t) = −2
d

dt
te−tu(−t) + 2te−tu(−t) (35)

= −2t′e−tu(−t)− 2t(e−tu(−t))′ + 2te−tu(−t) (36)
= −2e−tu(−t)− 2t(e−t)′u(−t)− 2te−tu′(−t) + 2te−tu(−t) (37)

= −2e−tu(−t) + 2te−tu(−t) +�����:0
2te−tδ(t) + 2te−tu(−t) (38)

= 4te−tu(−t)− 2e−tu(−t) (39)

΄Ασκηση 3 - Μετασχ. Laplace και ΓΧΑ Συστήµατα

(αʹ) Πόλοι : −1± j, µηδενικά: −1,+∞

(ϐʹ) ΄Εχουµε

H(s) =
s+ 1

s2 + 2s+ 2
=

s+ 1

s2 + 2s+ 1 + 1
=

s+ 1

(s+ 1)2 + 1
(40)

κι επιπλέον, αφού είναι αιτιατό,
h(t) = e−t cos(t)u(t) (41)

(γʹ) Είναι

Y (s) = H(s)X(s) =
s+ 1

s2 + 2s+ 2

2

1− s2
=

2(s+ 1)

(s2 + 2s+ 2)(s+ 1)(1− s)
(42)

=
2

(s2 + 2s+ 2)(1− s)
=

2

(s− (−1 + j))(s− (−1− j))(1− s)
(43)

=
A

s− (−1 + j)
+

B

s− (−1− j)
+

C

1− s
(44)

όπου

A =
2

(1− s)(s− (−1− j))

∣∣∣
s=−1+j

(45)

=
2

(1− (−1 + j))(−1 + j + 1 + j)
=

2

(2 + j)(2j)
=

1

j(2 + j)
=

1

−1 + 2j
=

−1− 2j

5
= −1

5
− 2

5
j (46)

B = −1

5
+

2

5
j (47)

C = −2

5
(48)

΄Αρα

H(s) =

(
−1

5
− 2

5
j

)
1

s− (−1 + j)
+

(
−1

5
+

2

5
j

)
1

s− (−1− j)
− 2

5

1

1− s
(49)

= −1

5

1

s− (−1 + j)
− 2

5
j

1

s− (−1 + j)
− 1

5

1

s− (−1− j)
+

2

5
j

1

s− (−1− j)
+

2

5

1

s− 1
(50)

και

y(t) = −1

5
e(−1+j)tu(t)− 1

5
e(−1−j)tu(t)− 2

5
je(−1+j)tu(t) +

2

5
je(−1−j)tu(t) +

2

5
(−etu(−t)) (51)

=
2

5
e−t cos (t) +

4

5
e−t sin (t) +

2

5
etu(−t) (52)

αφού Ry ⊇ RH ∩Rx = {Re {s} > −1} ∩ {−1 < Re {s} < 1}, οπότε

Ry = {−1 < Re {s} < 1} = {Re {s} > −1} ∩ {Re {s} < 1} (53)
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(δʹ) Ναι, µπορούµε να τον υπολογίσουµε αφού ο ϕανταστικός άξονας συµπεριλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης. Αρα:

H(f) =
j2πf + 1

−4π2f2 + j4πf + 2
(54)

΄Ασκηση 4 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις και µετασχ. Laplace - Ι

(αʹ) Είναι

s3Y (s) + 6s2Y (s) + 11sY (s) + 6Y (s) = X(s) (55)

Y (s)(s3 + 6s2 + 11s+ 6) = X(s) (56)

συνεπώς

H(s) =
1

s3 + 6s2 + 11s+ 6
=

1

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)
(57)

Τότε

Yzs(s) = H(s)X(s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)
(58)

= −1

6

1

s+ 4
+

1

2

1

s+ 3
− 1

2

1

s+ 2
+

1

6

1

s+ 1
(59)

µετά από ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα. ΄Αρα

yzs(t) =

(
1

6
e−t − 1

6
e−4t − 1

2
e−2t +

1

2
e−3t

)
u(t) (60)

(ϐʹ) Από τις ιδιότητες του µονόπλευρου µετασχ. Laplace, είναι :

s3Y (s)− s2y(0−)− sy′(0−)− y′′(0−) + 6s2Y (s)− 6sy(0−)− 6y(0−) + 11sY (s)− 11y(0−) + 6Y (s) = 0 (61)

΄Αρα

Yzi(s) = Y (s) =
s2 + 5s+ 6

s3 + 6s2 + 11s+ 6
=

1

s+ 1

L−1

−−→ yzi(t) = e−tu(t). (62)

(γʹ) Συνολικά,

y(t) = yzi(t) + yzs(t) =
7

6
e−tu(t)− 1

6
e−4tu(t) +

1

2
e−2tu(t)− 1

2
e−3tu(t) (63)

[⋆] ΄Ασκηση 5 - Συστήµατα Ανάδρασης στο χώρο του Laplace

(αʹ) Είναι

w(t) = (x(t)− w(t) ∗ h2(t)) ∗ h1(t) (64)
y(t) = w(t) ∗ h3(t) (65)

(ϐʹ) Είναι

W (s) = H1(s) (X(s)−W (s)H2(s)) = H1(s)X(s)−H1(s)H2(s)W (s) (66)
Y (s) = W (s)H3(s) (67)
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(γʹ) Είναι

Y (s) = W (s)H3(s)

W (s) +H1(s)H2(s)W (s) = H1(s)X(s)

}
=⇒

Y (s) = W (s)H3(s)

W (s) =
H1(s)

1 +H1(s)H2(s)
X(s)

 =⇒ Y (s) =
H1(s)H3(s)

1 +H1(s)H2(s)
X(s)

(68)

Αρα

H(s) =
H1(s)H3(s)

1 +H1(s)H2(s)
(69)

(δʹ) Για καθένα από τα τρια,

H1(s) =
1

s+1 , Re {s} > −1, ευσταθές και αιτιατό.
H2(s) =

1
s−1 , Re {s} > 1, ασταθές και αιτιατό.

H3(s) =
1

s+2 , Re {s} > −2, ευσταθές και αιτιατό.

(εʹ) Το συνολικό σύστηµα γράφεται ώς

H(s) =
H1(s)H3(s)

1 +H1(s)H2(s)
=

s− 1

s2(s+ 2)
(70)

΄Εχει δύο πόλους στη ϑέση s = 0 και έναν πόλο στη ϑέση s = −2. Επίσης, έχει ένα µηδενικό στο s = 1 (και
ένα διπλό µηδενικό στο άπειρο). Το πεδίο σύγκλισης είναι το Re {s} > 0 αφού όλα τα επιµέρους πεδία είναι
δεξιόπλευρα.

(ϛʹ) Το σύστηµα είναι ασταθές, αφού υπάρχει πόλος στο ϕανταστικό άξονα. Είναι όµως αιτιατό. ∆εν µπορεί λοιπόν να
είναι ευσταθές και αιτιατό.

(Ϲʹ) Είναι

H(s) =
s− 1

s2(s+ 2)
=

A

s
+

B

s2
+

C

s+ 2
(71)

και µε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα έχουµε:

H(s) =
3

4

1

s
− 1

2

1

s2
− 3

4

1

s+ 2

L−1

−−→ h(t) =
3

4
u(t)− 1

2
tu(t)− 3

4
e−2tu(t) (72)

(ηʹ) Είναι

Y (s) = H(s)X(s) =
s− 1

s2(s+ 2)

1

s+ 1
(73)

όµως RH = {Re{s} > 0} και Rx = {Re{s} < −1}, άρα δεν υπάρχει τοµή των δύο πεδίων σύγκλισης, οπότε δεν
µπορούµε να ϐρούµε το αποτελέσµα στο χώρο του Laplace.

[⋆] ΄Ασκηση 6 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις και µετασχ. Laplace - ΙΙ

Αφού

e2t −→ ς −→ 1

6
e2t, ∀t (74)

τότε από την ιδιότητα της ιδιοσυνάρτησης είναι H(s = 2) = 1
6 .

Επίσης,

d

dt
h(t) + 2h(t) = e−4tu(t) + bu(t)

L−→ sH(s) + 2H(s) =
1

s+ 4
+ bs (75)

H(s)(s+ 2) =
s+ b(s+ 4)

s(s+ 4)
(76)

H(s) =
s+ bs+ 4b

s(s+ 4)(s+ 2)
(77)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2025-26/Λύσεις Πέµπτης Σειράς Ασκήσεων 7

και αφού H(2) = 1
6 τότε

H(2) =
2 + 6b

48
=

1

6
→ b = 1 (78)

και

H(s) =
2(s+ 2)

s(s+ 4)(s+ 2)
=

2

s(s+ 4)
(79)

Αφού το σύστηµα είναι αιτιατό, και οι πόλοι είναι στις ϑέσεις s = 0, s = −4 ϑα είναι RH = {Re {s} > 0}. Αφού
H(s) = A

s + B
s+4 , µε A = 1

2 και B = −1
2 µετά από ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα, η κρουστική απόκριση ϑα έχει την

µορφή

h(t) =
1

2
u(t)− 1

2
e−4tu(t) (80)

Το σύστηµα δεν είναι ευσταθές, αφού δεν περιλαµβάνει τον κατακόρυφο άξονα j2πf στο πεδίο σύγκλισης του.

΄Ασκηση 7 - ∆ειγµατοληψία και Σήµατα ∆ιακριτού Χρόνου - Ι

Θέτουµε t = nTs = n/fs και έχουµε

x1(nTs) = cos(2π10nTs) = cos
(
2π10

n

40

)
= cos

(πn
2

)
= x1[n] (81)

x2(nTs) = cos(2π50nTs) = cos
(
2π50

n

40

)
= cos

(
10πn

4

)
= cos

(
2πn+ 8πn

4

)
= cos

(πn
2

+ 2πn
)

(82)

= cos
(πn

2

)
= x2[n] (83)

αφού cos(x+ 2πk) = cos(x), για k ∈ Z. Παρατηρούµε πως x1[n] = x2[n]. Αυτό επιβεβαιώνεται κι αν σχεδιάσουµε µε-
ϱικά δείγµατα στο χρόνο. Αυτό συµβαίνει γιατί το x2(t) δειγµατοληπτείται µε συχνότητα µικρότερη της 2fmax = 100 Hz.

΄Ασκηση 8 - ∆ειγµατοληψία και Σήµατα ∆ιακριτού Χρόνου - ΙΙ

(αʹ) Ο ϱυθµός Nyquist είναι 2fmax, δηλαδή 2 · 6000 = 12000Hz

(ϐʹ) Θέτουµε t = nTs =
n

5000 και τότε :

xa(nTs) = 3 cos
(
2π1000

n

5000

)
+ 5 sin

(
2π3000

n

5000

)
+ 10 cos

(
2π6000

n

5000

)
= 3 cos

(
2πn

5

)
+ 5 sin

(
6πn

5

)
+ 10 cos

(
12πn

5

)
= x[n]

(γʹ) Αφού fs < fmax, τότε δεν µπορούµε να ανακατασκευάσουµε το xa(t) από το x[n]. ΄Εχουµε

x[n] = 3 cos

(
2πn

5

)
+ 5 sin

(
6πn

5

)
+ 10 cos

(
12πn

5

)
(84)

= 3 cos

(
2πn

5

)
+ 5 sin

(
10πn− 4πn

5

)
+ 10 cos

(
10πn+ 2πn

5

)
(85)

= 3 cos

(
2πn

5

)
− 5 sin

(
4πn

5

)
+ 10 cos

(
2πn

5

)
(86)

= 13 cos

(
2πn

5

)
− 5 sin

(
4πn

5

)
(87)

Θέτοντας n = tfs = 5000t, το σήµα που ανακτούµε είναι το x′a(t) = 13 cos(2π1000t)− 5 sin(2π2000t).


