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Ασκηση 1 - Σήµατα Ι

(αʹ) ΄Εχουµε

Eax =

∫ ∞

−∞
|ax(t)|2 dt (1)

= a2
∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt (2)

= a2Ex (3)

(ϐʹ) ΄Εχουµε

Ex(t−t0) =

∫ ∞

−∞
|x(t− t0)|2 dt (4)

Θέτουµε τ = t− t0 =⇒ dt = dτ και τα άκρα παραµένουν (−∞,∞):

Ex(t−t0) =

∫ ∞

−∞
|x(τ)|2 dτ = Ex (5)

(γʹ) ΄Εχουµε

Ex(at) =

∫ ∞

−∞
|x(at)|2 dt (6)

Θέτουµε τ = at =⇒ dt = 1
adτ . Για a > 0:

Ex(at) =
1

a

∫ ∞

−∞
|x(τ)|2 dτ =

1

a
Ex (7)

Αν a < 0

Ex(at) = − 1

|a|

∫ −∞

+∞
|x(τ)|2 dτ =

1

|a|
Ex (8)

Για σήµατα ισχύος, έστω y(t) = x(at)

Py = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|x(at)|2 dt (9)

Με τ = at, dt = 1
adτ (για a > 0):

Py = lim
T→∞

1

2T
· 1
a

∫ aT

−aT
|x(τ)|2 dτ (10)

Θέτοντας T ′ = aT :

Py = lim
T ′→∞

1

2(T ′/a)
· 1
a

∫ T ′

−T ′
|x(τ)|2 dτ = lim

T ′→∞

1

2T ′

∫ T ′

−T ′
|x(τ)|2 dτ = Px (11)

Το ίδιο ισχύει και για a < 0. ΄Αρα

Px(at) = Px (για σήµατα ισχύος). (12)
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Ασκηση 2 - Σήµατα ΙΙ

(αʹ) Παρατηρούµε ότι u(10− t) = 1 για t < 10 και 0 για t > 10. ΄Αρα:

x(t) =


−1, t < 0,

0, 0 < t < 10,

1, t > 10

(13)

Το σήµα έχει άπειρη διάρκεια µε πεπερασµένο πλάτος που δε ϕθίνει στο µηδέν, και άρα δεν είναι σήµα ενέργειας.

Υπολογίζουµε τη µέση ισχύ:

Px = lim
T→∞

1

2T

(∫ 0

−T
1 dt+

∫ 10

0
0 dt+

∫ T

10
1 dt

)
= lim

T→∞

T + (T − 10)

2T
= 1 (14)

(ϐʹ) Είναι άθροισµα πεπερασµένου πλήθους ηµιτόνων/συνηµιτόνων, δηλ. περιοδικό σήµα, και άρα είναι σήµα ισχύος.

Ξέρουµε ότι για

x(t) =
N∑
k=1

Ak cos(2πfkt+ ϕk) −→ Px =
N∑
k=1

A2
k

2
(15)

άρα

Px = Pcos + P4 sin =
12

2
+

42

2
=

1

2
+ 8 =

17

2
(16)

(γʹ) ΄Εχουµε σήµα πεπερασµένης διάρκειας, µε ϕραγµένο πλάτος, άρα ξεκάθαρα σήµα ενέργειας.

Ex =

∫ ∞

−∞
|2rect(t)|2 dt (17)

= 4

∫ ∞

−∞
rect2(t) dt (18)

= 4

∫ 1/2

−1/2
1 dt = 4 (19)

Ασκηση 3 - Μετασχηµατισµοί Σηµάτων

(αʹ) Για το u(t+ 1)− u(t+ 2), έχουµε

u(t+ 1) =

{
1, t+ 1 > 0
0, t+ 1 < 0

=

{
1, t > −1
0, t < −1

(20)

και

u(t+ 2) =

{
1, t+ 2 > 0
0, t+ 2 < 0

=

{
1, t > −2
0, t < −2

(21)

οπότε

u(t+ 1)− u(t+ 2) =

{
−1, −2 < t < −1
0, αλλού

(22)

(ϐʹ) Για το u(t+ 3) + u(t+ 4), έχουµε

u(t+ 3) =

{
1, t+ 3 > 0
0, t+ 3 < 0

=

{
1, t > −3
0, t < −3

(23)

και

u(t+ 4) =

{
1, t+ 4 > 0
0, t+ 4 < 0

=

{
1, t > −4
0, t < −4

(24)

οπότε

u(t+ 3) + u(t+ 4) =


0, t < −4
1, −4 < t < −3
2, t > −3

(25)
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(γʹ) Πρώτα υπολογίζουµε το

u(t− 1)− u(t+ 1) =


0, t < −1

−1, −1 < t < 1

0, t > 1

(26)

και άρα

2t(u(t− 1)− u(t+ 1)) =


0, t < −1

−2t, −1 < t < 1

0, t > 1

(27)

(δʹ) Επειδή u(2t) = u(t),

u(2t)− 1 = u(t)− 1 =

{
−1, t < 0

0, t > 0
(28)

∆είτε το Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Σχήµατα ΄Ασκησης 3.

Ασκηση 4 - Συναρτήσεις ∆έλτα

Θα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες

g(t)δ(t− t0) = g(t0)δ(t− t0), (29)∫ +∞

−∞
g(t)δ(t− t0) dt = g(t0) (30)

µε την προϋπόθεση ότι η χρονική στιγµή t0 ανήκει στο διάστηµα ολοκλήρωσης.
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(αʹ) Η δ(t+ 2) ‘‘ζει’’ στο t = −2:

(t2 + 5t+ 6)δ(t+ 2) = (4− 10 + 6)δ(t+ 2) = 0 · δ(t+ 2) = 0 (31)

(ϐʹ) Είναι

sin
(
100πt− π

2

)
δ

(
t− 1

2

)
= sin

(
50π − π

2

)
δ

(
t− 1

2

)
(32)

= − sin
(π
2

)
δ

(
t− 1

2

)
(33)

= −δ

(
t− 1

2

)
(34)

(γʹ) Θεωρούµε το x ως παράµετρο (σταθερά ως προς t):

(x2 − t)δ(t− 1) = (x2 − 1)δ(t− 1) (35)

(δʹ) Είναι ∫ ∞

−∞
e−2t2δ(t) dt = e0 = 1 (36)

(εʹ) Το σηµείο t0 = e1000 δεν ανήκει στο [10, 20], άρα το ολοκλήρωνα ισούται µε µηδέν.

(ϛʹ) Το σηµείο t0 = 2 δεν ανήκει στο (−∞,−1], άρα ξανά το ολοκλήρωµα ισούται µε µηδέν.

[⋆] Ασκηση 5 - Συναρτήσεις ∆έλτα και Προσεγγίσεις της

΄Οπως υποδεικνύει η εκφώνηση∫ ∞

−∞
x(t) dt =

∫ +∞

−∞
ae−atu(t)dt =

∫ +∞

0
ae−atdt =

[
− e−at

]+∞

0
= 1 (37)

πράγµατι λοιπόν, έχει µοναδιαίο εµβαδό όταν a → +∞. Για ε > 0,∫
|t|>ε

ae−atu(t) dt =

∫ ∞

ε
ae−at dt =

[
− e−at

]∞
ε

= e−aε −−−→
a→∞

0. (38)

΄Αρα η συνάρτηση x(t) = ae−atu(t) λειτουργεί ως προσέγγιση της δ(t) όταν a → +∞.

Ασκηση 6 - Συστήµατα

(αʹ) � Γραµµικό: για εισόδους (ξεχωριστά) τα σήµατα ax1(t), bx2(t), οι έξοδοι ϑα είναι αντίστοιχα

ax1(t) → ax1(2− t)u(t) = ay1(t) (39)

bx2(t) → bx2(2− t)u(t) = by2(t) (40)

τότε για είσοδο ax1(t) + bx2(t), η έξοδος ϑα είναι

ax1(t) + bx2(t) → (ax1(2− t) + bx2(2− t))u(t− 2) = ax1(2− t)u(t− 2) + bx2(2− t)u(t− 2) (41)

= ay1(t) + by2(t) (42)

άρα το σύστηµα είναι γραµµικό.



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2025-26/Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων 5

� Χ.Α.: για είσοδο x(t − t0), η έξοδος ϑα είναι yx(t−t0)(t) = x(2 − t − t0)u(t − 2), ενώ η καθυστερηµένη κατά

t0 έξοδος γράφεται ως y(t− t0) = x(2− t− t0)u(t− t0). Οι σχέσεις αυτές δεν είναι ίσες, άρα το σύστηµα δεν

είναι χρονικά αµετάβλητο.

� Ευσταθές: αν |x(t)| < M , τότε η έξοδος |y(t)| = |x(2− t)u(t−2)| = |x(2− t)||u(t−2)| < M , άρα το σύστηµα

είναι ευσταθές.

� Αιτιατό: για t > 2, ο όρος 2 − t < 0 < t άρα εξαρτάται από τιµές της εισόδου x(τ) µε τ < t (και για t < 2,

y(t) = 0). Το σύστηµα είναι αιτιατό.

� ∆υναµικό: το σύστηµα είναι δυναµικό διότι η έξοδος y(t) εξαρτάται από την είσοδο x(2 − t) (όχι από x(t)
µόνο), δηλ. για να υπολογιστεί το y(3) χρειαζόµαστε το x(−1) (που πρέπει να είναι κάπου αποθηκευµένο).

(ϐʹ) � Γραµµικό: για εισόδους (ξεχωριστά) τα σήµατα ax1(t), bx2(t), οι έξοδοι ϑα είναι αντίστοιχα

ax1(t) →
(
1

2

)ax1(t)

̸= a

(
1

2

)x1(t)

= ay1(t) (43)

bx2(t) →
(
1

2

)bx2(t)

̸= b

(
1

2

)x2(t)

= by2(t) (44)

οπότε το σύστηµα δεν είναι γραµµικό γιατί δεν είναι οµογενές.

� Χ.Α.: για είσοδο x(t − t0), η έξοδος ϑα είναι yx(t−t0)(t) =
(
1
2

)x(t−t0)
, ενώ η καθυστερηµένη κατά t0 έξοδος

γράφεται ως y(t− t0) =
(
1
2

)x(t−t0)
. Οι σχέσεις αυτές είναι ίσες, άρα το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο.

� Ευσταθές: αν |x(t)| < M , τότε η έξοδος |y(t)| =
∣∣∣(12)x(t)∣∣∣ < 2M , άρα το σύστηµα είναι ευσταθές.

� Αιτιατό: είναι αιτιατό γιατί εξαρτάται µόνο από τωρινές και όχι απο µελλοντικές τιµές της εισόδου.

� ∆υναµικό: δεν είναι δυναµικό, είναι στατικό, γιατί δεν απαιτεί µνήµη για την αποθήκευση τιµών της εισόδου.

(γʹ) � Γραµµικό: για εισόδους (ξεχωριστά) τα σήµατα ax1(t), bx2(t), οι έξοδοι ϑα είναι αντίστοιχα

ax1(t) → sin(tax1(t− 1)) ̸= a sin(tx1(t− 1)) = ay1(t) (45)

bx2(t) → sin(tbx2(t− 1)) ̸= b sin(tx2(t− 1)) = by2(t) (46)

οπότε το σύστηµα δεν είναι γραµµικό γιατί δεν είναι οµογενές.

� Χ.Α.: για είσοδο x(t − t0), η έξοδος ϑα είναι yx(t−t0)(t) = sin(tx(t − t0 − 1)), ενώ η καθυστερηµένη κατά t0
έξοδος γράφεται ως y(t− t0) = sin((t− t0)x(t− t0 − 1)). Οι σχέσεις αυτές είναι δεν ίσες, άρα το σύστηµα δεν

είναι χρονικά αµετάβλητο.

� Ευσταθές: για είσοδο |x(t)| < M , η έξοδος |y(t)| ≤ 1, λόγω ηµιτόνου, για κάθε είσοδο x(t). ΄Αρα το σύστηµα

είναι ευσταθές.

� Αιτιατό: το σύστηµα είναι αιτιατό εξαρτάται από την είσοδο x(t− 1) (παρελθόντικές τιµές).

� ∆υναµικό: το σύστηµα είναι δυναµικό, διότι εξαρτάται από την είσοδο x(t− 1), δηλ. ο υπολογισµός του y(5)
απαιτεί το x(4), που πρέπει να είναι διαθέσιµο σε κάποια µνήµη.

Ασκηση 7 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις

(αʹ) Θέτουµε x(t) = 0 και λύνουµε την οµογενή εξίσωση:

y′′(t)− 1

6
y′(t)− 1

6
y(t) = 0 (47)

που καταλήγει στο χαρακτηριστικό πολυώνυµο

λ2 − 1

6
λ− 1

6
= 0 (48)
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µε χαρακτηριστικές ϱίζες

λ =

1
6 ±

√
1
36 + 4

6

2
=

1
6 ± 5

6

2
=⇒ λ1 =

1

2
, λ2 = −1

3
. (49)

΄Αρα

yzi(t) = c1e
t/2 + c2e

−t/3, t > 0 (50)

Από την αρχική συνθήκη y(0−) = 1 στην παραπάνω σχέση παίρνουµε c1 + c2 = 1. Από την αρχική συνθήκη

y′(0−) = 0 στην παραπάνω σχέση παίρνουµε
1
2c1 −

1
3c2 = 0 =⇒ 3c1 − 2c2 = 0 =⇒ c2 = 3

2c1. ΄Αρα c1 = 2
5 και

c2 =
3
5 , οπότε

yzi(t) =

(
2

5
et/2 +

3

5
e−t/3

)
u(t) (51)

(ϐʹ) Θεωρούµε το απλούστερο σύστηµα

S0 : y′′(t)− 1

6
y′(t)− 1

6
y(t) = x(t) (52)

µε κρουστική απόκριση h0(t). Θέτουµε x(t) = δ(t), και τότε y(t) = h0(t), και λύνουµε ξανά την οµογενή εξίσωση

µε ψευδοαρχικές συνθήκες h0(0
+) = 0, h′0(0

+) = 1. Η κρουστική απόκριση του συστήµατος αυτού ϑα είναι

h0(t) = d1e
t/2 + d2e

−t/3, t > 0 (53)

Από την αρχική συνθήκη h0(0
+) = 0 στην παραπάνω σχέση παίρνουµε d1+d2 = 0 ⇐⇒ d1 = −d2. Από την αρχική

συνθήκη h′0(0
+) = 1 στην παραπάνω σχέση παίρνουµε

1
2d1−

1
3d2 = 1 =⇒ 3d1− 2d2 = 1 =⇒ −3d2− 2d2 = 6. ΄Αρα

d2 = −6
5 και d1 =

6
5 , οπότε

h0(t) =

(
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)
u(t) (54)

Για το αρχικό µας σύστηµα, η κρουστική απόκριση ϑα είναι

h(t) = h0(t) + 2h′0(t) =

(
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)
u(t) + 2

((
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)
u(t)

)′
(55)

=

(
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)
u(t) + 2

(
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)′
u(t) + 2

(
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)
u′(t) (56)

=

(
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)
u(t) + 2

(
6

10
et/2 +

6

15
e−t/3

)
u(t) + 2

(
6

5
et/2 − 6

5
e−t/3

)
δ(t) (57)

=

(
12

5
et/2 − 2

5
e−t/3

)
u(t) (58)

(γʹ) Για x(t) = u(t), η απόκριση µηδενικής κατάστασης δίνεται ως

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞

(
12

5
eτ/2 − 2

5
e−τ/3

)
u(τ)u(t− τ)dτ (59)

=

∫ t

0

(
12

5
eτ/2 − 2

5
e−τ/3

)
dτ (60)

αφού u(τ)u(t− τ) = 1, για 0 < τ < t. ΄Αρα

yzs(t) =

∫ t

0

12

5
eτ/2dτ −

∫ t

0

2

5
e−τ/3dτ, t > 0 =

24

5
eτ/2

∣∣∣t
0
+

6

5
e−τ/3

∣∣∣t
0
, t > 0 (61)

=
24

5
(et/2 − 1) +

6

5
(e−t/3 − 1), t > 0 =

(
−6 +

24

5
e

1
2
t +

6

5
e−

1
3
t

)
u(t) (62)

(δʹ) Οι χαρακτηριστικές ϱίζες δεν είναι όλες αρνητικές (υπάρχει µια ϑετική ϱίζα), άρα το σύστηµα δεν είναι ευσταθές.


