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΄Ασκηση 1 - Μιγαδικές Εξισώσεις Ι

(αʹ) ΄Εχουµε

z
3 + j

j
− (5 + 6j) = 12− j (1)

3z + jz − 5j − 6j2 = 12j − j2 (2)

3z + jz − 5j + 6 = 12j + 1 (3)

z(3 + j) = 12j + 1 + 5j − 6 (4)

z(3 + j) = −5 + 17j (5)

z =
−5 + 17j

3 + j
(6)

=
(−5 + 17j)(3− j)

|3 + j|2
(7)

=
−15 + 5j + 51j + 17

32 + 12
(8)

=
2 + 56j

10
(9)

=
2

10
+ j

56

10
(10)

(ϐʹ) ΄Εχοντας τις εξισώσεις

z − 2w + jz = 1 (11)

−3z + 2w = j (12)

και προσθετοντας κατά µέλη

z − 2w + jz − 3z + 2w = 1 + j (13)

z − 3z + jz = 1 + j (14)

z(−2 + j) = 1 + j (15)

z =
1 + j

−2 + j
(16)

=
(1 + j)(−2− j)

| − 2 + j|2
(17)

=
−2− j − 2j + 1

5
(18)

= −1

5
− j

3

5
(19)

Αντικαθιστώντας στη 2η εξίσωση

−3z + 2w = j ⇐⇒ 3

5
+ j

9

5
+ 2w = j ⇐⇒ w = − 3

10
− j

2

5
(20)
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΄Ασκηση 2 - Μιγαδικές Εξισώσεις ΙΙ

Παραγοντοποιούµε :

2z

(
1

3 + 4j
− 1

)
= 0. (21)

Αν
1

3+4j − 1 = 0 ϑα είχαµε 3 + 4j = 1, άτοπο. ΄Ετσι, αναγκαστικά z = 0.

z = 0 (22)

΄Ασκηση 3 - Γεωµετρικοί Τόποι Ι

Θέτουµε z = x+ jy.

(αʹ)

ℑ{z} − 2 = 8 (23)

y − 2 = 8 (24)

y = 10 (25)

Είναι µια οριζόντια ευθεία παράλληλη στον πραγµατικό άξονα.

(ϐʹ)

|z − (1 + 2j)| = 5 (26)

|(x− 1) + j(y − 2)| = 5 (27)

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 25 (28)

Είναι κύκλος µε κέντρο (1, 2) και ακτίνα 5.

(γʹ)

arg(z − 3 + 4j) =
3π

4
(29)

arg(z − 3 + 4j) = arg((x− 3) + j(y + 4)) =
3π

4
(30)

΄Ετσι tan(3π/4) = −1, οπότε

y + 4

x− 3
= −1 ⇐⇒ y = −x− 1. (31)

Για να είναι η γωνία 3π/4, απαιτείται (x− 3) < 0 (δεύτερο τεταρτηµόριο), δηλ. x < 3. Οπότε

y = −x− 1, x < 3 (32)

(Η αρχή του ηµιευθύγραµµου είναι ο µιγαδικός z0 = 3− 4j)

(δʹ)

|z + 2 + 3j| = |z − 2 + j| (33)

|z − (−2− 3j)| = |z − (2− j)| (34)

|z − (−2− 3j)|2 = |z − (2− j)|2 (35)

(x+ 2)2 + (y + 3)2 = (x− 2)2 + (y + 1)2 (36)

x2 + 4x+ 4 + y2 + 6y + 9 = x2 − 4x+ 4 + y2 + 2y + 1 (37)

y = −2x− 2 (38)
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[⋆] ΄Ασκηση 4 - Γεωµετρικοί Τόποι ΙΙ

(αʹ) Από τις εξισώσεις z = 3w + 1− 2j και |w − 1| = 1 παίρνουµε

w =
z − (1− 2j)

3
(39)

Η συνθήκη |w − 1| = 1 δίνει∣∣∣∣z − (1− 2j)

3
− 1

∣∣∣∣ = 1 =⇒
∣∣∣∣z − (4− 2j)

3

∣∣∣∣ = 1 =⇒ |z − (4− 2j)| = 3 (40)

Με z = x+ jy, έχουµε

|z − (4− 2j)| = 3 ⇐⇒ |z − (4− 2j)|2 = 32 ⇐⇒ (x− 4)2 + (y + 2)2 = 9 (41)

(ϐʹ) ΄Εχουµε z =
1 + w

1− jw
, w ̸= −j, και |w + j| = 1. Λύνουµε ως προς w:

z(1− jw) = 1 + w (42)

z − zjw = 1 + w (43)

w(−zj − 1) = 1− z (44)

w =
z − 1

1 + jz
(45)

Τότε

w + j =
z − 1

1 + jz
+ j (46)

=
z − 1 + j(1 + jz)

1 + jz
(47)

=
z − 1 + j + j2z

1 + jz
(48)

=
j − 1

1 + jz
(49)

Οπότε

|w + j| = |j − 1|
|1 + jz|

= 1 (50)

Επειδή |j − 1| =
√
2, παίρνουµε

|1 + jz| =
√
2 (51)

Με z = x+ jy, έχουµε τελικά

1 + jz = 1 + j(x+ jy) = 1− y + jx (52)

δηλ.

|1 + jz|2 = (1− y)2 + x2 = (
√
2)2 ⇐⇒ x2 + (y − 1)2 = 2 (53)

΄Ασκηση 5 - Ρίζες πολυωνύµων

Υπολογίζουµε τους όρους

z2 =

(
1

2
+ j

√
3

2

)2

(54)

=

(
1

4
− 3

4

)
+ j

(
2 · 1

2
·
√
3

2

)
(55)

= −1

2
+ j

√
3

2
(56)
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΄Αρα

z2 − z =

(
−1

2
+ j

√
3

2

)
−

(
1

2
+ j

√
3

2

)
= −1 (57)

Εποµένως η εξίσωση z2 − z = λ ισχύει για

λ = −1 ∈ R (58)

Η αντίστοιχη δευτεροβάθµια είναι

z2 − z + 1 = 0 (59)

µε πραγµατικούς συντελεστές, άρα η άλλη ϱίζα είναι η συζυγής της δοθείσας από την εκφώνηση:

z∗ =
1− j

√
3

2
(60)

΄Ασκηση 6 - Επίλυση εξισώσεων

Αν έχουµε να λύσουµε την zn = rejϕ, έχουµε

zk = r1/nej(ϕ+2πk)/n, k = 0, 1, . . . , n− 1. (61)

(αʹ) Είναι

z3 + 8− 8j = 0 (62)

z3 = −8 + 8j (63)

µε το δεξί µέλος να έχει µέτρο : r =
√

(−8)2 + 82 = 8
√
2 και ϕάση: ϕ = tan−1

(
8
−8

)
= 3π

4 :

−8 + 8j = 8
√
2ej(

3π
4
+2πk)

(64)

΄Ετσι

zk = (8
√
2)1/3ej(

π
4
+ 2πk

3 ) k = 0, 1, 2 (65)

(ϐʹ) ΄Οµοια, z4 = 16−16j, µε το δεξί µέλος να έχει µέτρο : r =
√
162 + (−16)2 = 16

√
2 και ϕάση: ϕ = tan−1

(−16
16

)
= −π

4 :

16− 16j = 16
√
2ej(−

π
4
+2πk)

(66)

Οπότε

zk = (16
√
2)1/4ej(−

π
16

+πk
2 ), k = 0, 1, 2, 3 (67)

(γʹ) ΄Οµοια, z5 + 32j = 0 ⇐⇒ z5 = −32j µε το δεξί µέλος να έχει µέτρο : r = 32 και ϕάση ϕ = −π
2 :

−32j = 32ej(−
π
2
+2πk)

(68)

΄Ετσι

zk = 321/5ej(−
π
10

+ 2πk
5 ), k = 0, 1, 2, 3, 4 (69)

΄Ασκηση 7 - Euler και De Moivre

(αʹ) Είναι

(1 + j)2026(1− j)2026 =
(
(1 + j)(1− j)

)2026
= (1− j2)2026 = 22026 (70)
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(ϐʹ) Είναι

(1 + j)2026 = (
√
2)2026ej·2026π/4 = 21013ej·1013π/2 (71)

και

(1− j)2026 = 21013e−j·1013π/2
(72)

΄Ετσι

(1 + j)2026 + (1− j)2026 = 21013
(
ej1013π/2 + e−j1013π/2

)
(73)

= 21014 cos

(
1013π

2

)
= 0 (74)

επειδή cos(1013π/2) = cos((1012π + π)/2) = cos(506π + π/2) = cos(2 · 253π + π/2) = cos(π/2) = 0.

(γʹ) Παρατηρούµε ότι

2− 2j = 2(1− j) (75)

οπότε

(2− 2j)2026

(1− j)2026
=

(
2(1− j)

)2026
(1− j)2026

= 22026 (76)


