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Τελική Εξέταση

� ∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ : 3 ΩΡΕΣ

� Υπολογίστε όλες τις απαντήσεις σας µε ακρίβεια 3ου δεκαδικού ψηφίου, όπου απαιτείται.

� Μπορείτε να αποχωρήσετε οποτεδήποτε ϑέλετε, αφού παραδώσετε κόλλες και ϑέµατα.

� Αιτιολογήστε ΠΛΗΡΩΣ τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης.

� ΟΤΙ∆ΗΠΟΤΕ γράψετε πάνω στις κόλλες των εκφωνήσεων ∆Ε ϑα αξιολογηθεί.

� Κάνετε/αντιγράψτε ΣΧΗΜΑΤΑ και εξηγήστε µε ΛΟΓΙΑ τι κάνετε !

� Συνολικές µονάδες αυτής της εξέτασης: 115. Αριστα: 100.

Θέµα 1ο - 25 µονάδες:
Στο Σχήµα 1, µια πέτρα ϐάλλεται µε αρχική ταχύτητα ui = 42 m/s και υπό γωνία θi = 60◦ σε µια ψηλή στοίβα από
κιβώτια ύψους h. Η πέτρα χτυπά στο σηµείο Α, 5.5 δευτερόλεπτα µετά τη ϱίψη της.

Σχήµα 1: Σχήµα Θέµατος 1.

(αʹ) (10 µ.) το ύψος h της στοίβας

(ϐʹ) (10 µ.) την ταχύτητα της πέτρας ακριβώς πριν χτυπήσει στο σηµείο Α

(γʹ) (5 µ.) το µέγιστο ύψος H που ϕτάνει σε σχέση µε το έδαφος

Λύση:
Αναλύοντας την κίνηση, η πέτρα µοντελοποιείται ως σωµατίδιο που εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση µε σταθερή ταχύτητα
στον οριζόντιο άξονα και ευθύγραµµη κίνηση µε σταθερή επιτάχυνση στον κατακόρυφο άξονα. ΄Εστω Ο το σηµείο που
ϐάλλεται η πέτρα, µε συντεταγµένες O(0, 0) και t = 0 τη στιγµή ακριβώς που ξεκινά τη διαδροµή ΟΑ από το σηµείο Ο.
Θεωρούµε ϑετικές ϕορές της κίνησης στους δυο άξονες τις συµβατικές (πάνω και δεξιά). Μπορούµε να αναλύσουµε την
αρχική ταχύητα ui = uO σε συνιστώσες

uyO = uO sin(θi) = 42 sin(60◦) = 42

√
3

2
= 21

√
3 m/s (1)

uxO = uO cos(θi) = 42 cos(60◦) = 42
1

2
= 21 m/s (2)

Ο χρόνος πτήσης της πέτρας είναι t = 5.5 s.
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(αʹ) Η ϑέση Α του σχήµατος έχει συντεταγµένες (xA, yA = h). Επειδή η πέτρα εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση µε σταθερή
επιτάχυνση (της ϐαρύτητας) στον άξονα y′y, ϑα έχουµε στη διαδροµή ΟΑ ότι

yA = yO + uyO t−
1

2
gt2 ⇐⇒ h = 0 + 21

√
3 · 5.5− 4.9(5.5)2 = 51.827 m (3)

(ϐʹ) Στο σηµείο Α, η οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας είναι ίδια µε την οριζόντια συνιστώσα της στο σηµείο Ο, λόγω
της κίνησης µε σταθερή ταχύτητα στον οριζόντιο άξονα. ΄Αρα uxA = 21 m/s. Για την κατακόρυφη συνιστώσα της
ταχύτητας, γνωρίζουµε τη σχέση

uyA = uyO − gt ⇐⇒ uyA = 21
√
3− 9.8(5.5) = −17.527 m/s (4)

µε το αρνητικό πρόσηµο να δηλώνει τη ϕορά του αντίστοιχου διανύσµατος (προς τα κάτω). ΄Αρα συνολικά στο σηµείο
Α ϑα έχουµε

uA =
√

u2xA
+ u2yA = 27.353 m/s (5)

(γʹ) Το µέγιστο ύψος H που ϕτάνει σε σχέση µε το έδαφος µας δίνεται από τη γνωστή σχέση

H =
u2O sin(θi)

2

2g
= 67.5 m (6)

Θέµα 2ο - 25 µονάδες:
Στο Σχήµα 2, ένα κουτί µάζας 3.5 kg επιταχύνεται από ακινησία µέσω ενός συµπιεσµένου ελατηρίου σταθεράς k = 640
N/m. Αρχικά, ελατήριο και κουτί ϐρίσκονται σε λεία επιφάνεια (χωρίς τριβές). Το κουτί αφήνει το ελατήριο όταν αυτό
ϕτάσει το ϕυσικό του µήκος και αµέσως µετα ταξιδεύει σε οριζόντια επιφάνεια µε τριβές, µε συντελεστή τριβής ολισθήσεως
µk = 0.25. Η δύναµη τριβής ακινητοποιεί το κουτί σε απόσταση D = 7.8 m.

Σχήµα 2: Σχήµα Θέµατος 2.

(αʹ) (5 µ.) Βρείτε την αύξηση στη ϑερµική ενέργεια του συστήµατος {κουτί, επιφάνεια}.

(ϐʹ) (10 µ.) Βρείτε τη µέγιστη κινητική ενέργεια που λαµβάνει το κουτί.

(γʹ) (10 µ.) Βρείτε τη συµπίεση που είχε υποστεί το ελατήριο.

Λύση:
΄Εστω το σύστηµα {κουτί, επιφάνεια}. Θεωρούµε ως ϑετικές ϕορές της κίνησης τις συµβατικές (πάνω και δεξιά).

(αʹ) Στη διαδροµή από τη ϑέση ϕυσικού µήκους του ελατηρίου ως τη ϑέση όπου το σώµα σταµατά, η αύξηση της ϑερµικής
ενέργειας ϑα είναι

∆Eth = fk∆x = fkD = µknD = µkmgD = 66.885 J (7)

µε την τελευταία σχέση να ισχύει λόγω ισορροπίας του συστήµατος στον άξονα y′y:∑
F⃗y = 0⃗ ⇐⇒ n⃗+ F⃗g = 0⃗ =⇒ n = Fg = mg (8)
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(ϐʹ) Η µέγιστη κινητική ενέργεια που λαµβάνει το κουτί ισούται µε την αύξηση της ϑερµικής ενέργειας του συστήµατος,
καθώς κατά τη στιγµή της απελευθέρωσης του κουτιού από το ελατήριο, το σύστηµα έχει τη µέγιστη κινητική ενέργεια
(όλη η αποθηκευµένη ελαστική δυναµική ενέργεια του ελατηρίου έχει µετατραπεί σε κινητική). ΄Ολη αυτή η κινητική
ενέργεια µετατράπηκε σε ϑερµική κατά την ολίσθηση του κουτιού στην επιφάνεια µε τριβές. ΄Αρα

Kmax = 66.885 J (9)

(γʹ) ΄Εστω Α η ϑέση συµπίεσης του ελατηρίου και Β η ϑέση που το ελατήριο ϐρίσκεται στο ϕυσικό του µήκος. Λόγω
απουσίας τριβών στη διαδροµή αυτή, η κινητική ενέργεια που ϐρήκαµε στο προηγούµενο ερώτηµα και η οποία
αντιστοιχεί στη ϑέση Β, ϑα ισούται µε την ελαστική δυναµική ενέργεια του συστήµατος στη ϑέση Α. ΄Αρα

UA
s = KB = Kmax ⇐⇒ 1

2
kx2 = KB ⇐⇒ x2 =

2KB

k
=⇒ x = −0.457 m (10)

µε το πρόσηµο να δηλώνει κατεύθυνση (συµπίεση).

Θέµα 3ο - 30 µονάδες:
∆υο ηχεία συνδεδεµένα µε την ίδια πηγή ήχου ϐρίσκονται σε νοητό άξονα x′x και σε απόσταση ∆x µεταξύ τους, όπως
στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Σχήµα Θέµατος 3.

Εκπέµπουν ηχητικό κύµα µήκους κύµατος λ και πλάτους a το καθένα. Βρείτε την ελάχιστη τιµή της ποσότητας

∆x

λ

για την οποία το πλάτος του κύµατος που δηµιουργούν όταν συµβάλλουν είναι ίσο µε a.

Λύση:
΄Εχουµε δυο ηχητικά κύµατα που συµβάλλουν, άρα το συνολικό πλάτος Am του κύµατος που πραγµατοποιούν ϑα είναι

Am =

∣∣∣∣2a cos(∆Φ

2

)∣∣∣∣ (11)

µε a το πλάτος των επιµέρους κυµάτων. Επειδή τα κύµατα είναι συνδεδεµένα µε την ίδια πηγή, η διαφορά αρχικής
ϕάσης, ∆ϕ, ϑα ισούται µε µηδέν. Οπότε η συνολική διαφορά ϕάσης, ∆Φ, ϑα είναι

∆Φ = 2π
∆x

λ
+∆ϕ = 2π

∆x

λ
(12)

Θέλουµε το πλάτος του κύµατος που δηµιουργείται να είναι ίσο µε a, άρα από τις δυο παραπάνω σχέσεις ϑα έχουµε

Am = a =

∣∣∣∣∣2a cos
(
2π∆x

λ

2

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2a cos(π∆x

λ

)∣∣∣∣ (13)

οπότε, κι επειδή το πλάτος είναι εξ ορισµού ϑετικό,

a =

∣∣∣∣2a cos(π∆x

λ

)∣∣∣∣⇐⇒ 1

2
=

∣∣∣∣cos(π∆x

λ

)∣∣∣∣ (14)
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Ας ϑέσουµε u = ∆x
λ > 0, τότε

1

2
= |cos (πu)| (15)

και Ϲητάµε τις µικρότερες τιµές του πu που δίνουν συνηµίτονο του οποίου η απόλυτη τιµή ισούται µε 1
2 . Από ϐασική

τριγωνοµετρία ξέρουµε ότι οι τιµές ±π
3 είναι αυτές που δίνουν τιµές συνηµιτόνου ίσες µε 1

2 . Από αυτές κρατάµε τη ϑετική,
π/3. ΄Αρα

1

2
= cos

(π
3

)
= cos(πu) ⇐⇒ πu =

π

3
⇐⇒ u =

1

3
⇐⇒ ∆x

λ
=

1

3
(16)

Θέµα 4ο - 35 µονάδες:
Σας δίνεται το κύκλωµα συνεχούς ϱεύµατος του Σχήµατος 4.

Σχήµα 4: Σχήµα Θέµατος 4.

(αʹ) (30 µ.) ∆είξτε ότι τα ϱεύµατα I1, I2, I3 έχουν τιµές (κατά µέτρο) 0.03, 0.05, 0.02 A, αντίστοιχα.

(ϐʹ) (5 µ.) Πόση είναι η διαφορά δυναµικού στα άκρα του αντιστάτη των 100 Ω ;

Λύση:

(αʹ) Εφαρµόζουµε τον 1ο κανόνα Kirchhoff στον έναν απ΄ τους δυο κόµβους και παίρνουµε

I2 + I3 = I1 (17)

Εφαρµόζουµε τον 2ο κανόνα Kirchhoff δεξιόστροφα στον αριστερά και δεξιά ϐρόχο αντίστοιχα, και έχουµε τις εξισώσεις

19− 300I1 − 100I3 − 12 = 0 (18)
12 + 100I3 − 200I2 = 0 (19)

΄Εχουµε ένα σύστηµα τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους. Λύνοντάς το,

I2 + I3 = I1 (20)
19− 300I1 − 100I3 − 12 = 0 (21)

12 + 100I3 − 200I2 = 0 (22)

που γράφεται ως

I2 + I3 = I1 (23)
300I1 + 100I3 = 7 (24)
100I3 − 200I2 = −12 (25)
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και αντικαθιστώντας την πρώτη στη δεύτερη, έχουµε

I2 + I3 = I1 (26)
300I2 + 400I3 = 7 (27)

−200I2 + 100I3 = −12 (28)

Πολλαπλασιάζοντας µε 4 την τρίτη εξίσωση και αφαιρώντας τη από τη δεύτερη έχουµε

300I2 + 400I3 = 7 (29)
(−) (30)

−800I2 + 400I3 = −48 (31)

δηλ.

1100I2 = 55 ⇐⇒ I2 =
55

1100
= 0.05 A (32)

και αντικαθιστώντας παραπάνω παίρνουµε

300 · 0.05 + 400I3 = 7 ⇐⇒ 15 + 400I3 = 7 ⇐⇒ 400I3 = −8 ⇐⇒ I3 = −0.02 A (33)

Τέλος από την σχέση του κόµβου έχουµε

I2 + I3 = I1 ⇐⇒ 0.05− 0.02 = I1 ⇐⇒ I1 = 0.03 A (34)

(ϐʹ) Η διαφορά δυναµικού στα άκρα του αντιστάτη των 100 Ω είναι

∆V = I3R = 0.02 · 100 = 2 V (35)

κατ΄ απόλυτη τιµή.


