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Χειµερινό Εξάµηνο 2023-24

∆ιδάσκων: Γ. Καφεντζής

Τελική Εξέταση

� ∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ : 3 ΩΡΕΣ

� Υπολογίστε όλες τις απαντήσεις σας µε ακρίβεια 3ου δεκαδικού ψηφίου, όπου απαιτείται.

� Μπορείτε να αποχωρήσετε οποτεδήποτε ϑέλετε, αφού παραδώσετε κόλλες και ϑέµατα.

� Αιτιολογήστε ΠΛΗΡΩΣ τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης.

� ΟΤΙ∆ΗΠΟΤΕ γράψετε πάνω στις κόλλες των εκφωνήσεων ∆Ε ϑα αξιολογηθεί.

� Κάνετε/αντιγράψτε ΣΧΗΜΑΤΑ και εξηγήστε µε ΛΟΓΙΑ τι κάνετε !

� Συνολικές µονάδες αυτής της εξέτασης: 110. Αριστα: 100.

1. Θέµα 1ο: Κλασική Μηχανική - 25 µονάδες

Είστε µέλος της Οµάδας ∆ιάσωσης Πι.Τσι.Κέι. Αποστολή σας : να σπρώξετε ένα κουτί µε προµήθειες κατά µήκος
µιας πλαγιάς σταθερής κλίσης θ, ξεκινώντας από τη ϐάση της, ώστε αυτό να ολισθήσει και να ϕτάσει σε έναν
παγιδευµένο σκιέρ σε κατακόρυφο ύψος h από τη ϐάση της πλαγιάς. Η πλαγιά είναι αρκετά γλιστερή αλλά
υπάρχει κάποια µικρή τριβή, µε συντελεστή τριβής ολισθήσεως ίσο µε µk µεταξύ της πλαγιάς και του κουτιού.
∆είξτε ότι η ελάχιστη ταχύτητα µε την οποία πρέπει να ‘‘φύγει’’ το κουτί από τη ϐάση της πλαγιάς ώστε να ϕτάσει
(οριακά, µε µηδενική ταχύτητα) στον παγιδευµένο σκιέρ δίνεται από τη σχέση

ui =

√
2gh

(
1 +

µk

tan(θ)

)
(1)

Πως ϑα αλλάξει η απάντησή σας αν η πλαγιά είναι λεία (απουσία τριβών);

Λύση:
∆είτε το Σχήµα 1. Θεωρούµε σύστηµα αξόνων xy µε τον άξονα x′x παράλληλο στην πλαγιά, µε ϕορά προς την
κορυφή της πλαγιάς. Το κουτί εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση µε αρνητική επιτάχυνση. Θεω-
ϱούµε ως σύστηµα το {κουτί}. Οι δυνάµεις που ασκούνται σε αυτό ϕαίνονται στο Σχήµα 1. Ισχύει το ΘΜΚΕ-Ε στη
διαδροµή Α → Β.

∆K =
∑

Wext (2)

KB −KA = Wn +WFgy
+WFgx

+Wfk (3)

0− 1

2
mu2A = 0 + 0 + FgxL cos(π) + fkL cos(π) (4)

−1

2
mu2A = −mg sin(θ)L− µknL (5)

Το κουτί ισορροπεί στον άξονα y′y. Ισχύει ο 1ος νόµος Newton.∑
F⃗y = 0⃗ ⇐⇒ n⃗+ F⃗gy = 0⃗ =⇒ n− Fgy = 0 ⇐⇒ n = Fgy = mg cos(θ) (6)
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Σχήµα 1: Σχήµα Θέµατος 1.

και αντικαθιστώντας

−1

2
mu2A = −mg sin(θ)L− µknL (7)

−1

2
mu2A = −mg sin(θ)L− µkmg cos(θ)L (8)

u2A = 2g sin(θ)L+ 2µkg cos(θ)L (9)

και από το σχήµα

sin(θ) =
h

L
=⇒ L =

h

sin(θ)
(10)

Οπότε

uA =

√
2g sin(θ)

h

sin(θ)
+ 2µkg cos(θ)

h

sin(θ)
=

√
2gh

(
1 +

µk

tan(θ)

)
(11)

Το πρόβληµα µπορεί να λυθεί και µε νόµους Newton και εξισώσεις κινηµατικής.

Απουσία τριβής σηµαίνει ότι ο συντελεστής µk ϑα είναι µηδέν, και άρα

uA =
√
2gh (12)

2. Θέµα 2ο: Κυµατική - 10 µονάδες

Μια σειρήνα εκπέµπει ήχο συχνότητας f = 1000 Hz και κινείται αποµακρυνόµενη από σας και προς την πλαγιά
ενός λόφου µε ταχύτητα us = 10 m/s. Θεωρήστε την ταχύτητα του ήχου στον αέρα ίση µε u = 344 m/s.

(αʹ) (5 µ.) Ποιά η συχνότητα που αντιλαµβάνεστε κατευθείαν από τη σειρήνα ;

(ϐʹ) (5 µ.) Ποιά η συχνότητα που αντιλαµβάνεστε όταν το ηχητικό κύµα ανακλάται από την πλαγιά και επιστρέφει
πίσω στο αυτί σας ;

Λύση:

(αʹ) Η συχνότητα που ακούµε ως ακίνητος παρατηρητής από αποµακρυνόµενη πηγή ϑα είναι

f ′ =
u+ 0

u+ us
f = 971.75 Hz (13)
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(ϐʹ) Η συχνότητα που ακούµε όταν ανακλάται το ηχητικό κύµα στην πλαγιά ισούται µε τη συχνότητα που ακούει
κάποιος που ϐρίσκεται ακίνητος στην πλαγιά, τον οποίο και προσεγγίζει η σειρήνα. Οπότε

f ′ =
u+ 0

u− us
f = 1029.94 Hz (14)

3. Θέµα 3ο: Κλασική Μηχανική και Ηλεκτρικές ∆υνάµεις - 15 µονάδες

Στο Σχήµα 3(a), δυο σηµειακές ϕορτισµένες σφαίρες µάζας m και ϕορτίου q η καθεµιά, κρέµονται από µη αγώγιµο
νήµα µήκους L. ∆είξτε ότι η απόσταση µεταξύ των ϕορτίων, x, που πρέπει να ϐρίσκονται ώστε να ισορροπούν
δίνεται από τη σχέση

x =

(
q2L

2πϵ0mg

)1/3

(15)

Θεωρήστε ότι ke = 1
4πϵ0

και ϑεωρήστε ότι η γωνία θ είναι τόσο µικρή ώστε να ισχύει η προσέγγιση tan(θ) ≈ sin(θ).

Λύση:
Αναλύοντας τις δυνάµεις πάνω στο αριστερό εκ των ϕορτίων, έχουµε τις δυνάµεις του Σχήµατος 2. Θεωρούµε ως
ϑετικές ϕορές των αξόνων µας τις συµβατικές (πάνω και δεξιά). Αναλύουµε την τάση του νήµατος T⃗ σε δυο κάθετες

Σχήµα 2: ∆υνάµεις Θέµατος 2.

µεταξύ τους συνιστώσες, T⃗x και T⃗y. Τα σώµατα ϑέλουµε να ισορροπούν, δηλ. από τον 1ο νόµο του Newton στους
δυο άξονες ϑα έχουµε ∑

F⃗x = 0⃗ ⇐⇒ T⃗x + F⃗e = 0⃗ (16)

Tx − Fe = 0 ⇐⇒ T sin(θ) = ke
q2

x2
(17)∑

F⃗y = 0⃗ ⇐⇒ T⃗y +mg⃗ = 0⃗ (18)

Ty −mg = 0 ⇐⇒ T cos(θ) = mg (19)

∆ιαιρώντας κατά µέλη τις δυο εξισώσεις έχουµε

tan(θ) = ke
q2

mgx2
(20)

Θεωρώντας την προσέγγιση
tan(θ) ≈ sin(θ) (21)

και από την τριγωνοµετρία του σχήµατος ισχύει

sin(θ) =
x

2L
(22)
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οπότε
x

2L
= ke

q2

mgx2
⇐⇒ x3 =

q2L

2πϵ0mg
⇐⇒ x =

( q2L

2πϵ0mg

)1/3
(23)

4. Θέµα 4ο: Ηλεκτρικά ∆υναµικά - 30 µονάδες

Στο Σχήµα 3(b) ϐλέπετε µια ϑετικά ϕορτισµένη ϱάβδο µε ϕορτίο Q και µήκος L/2, γραµµικής πυκνότητας ϕορτίου
λ, η οποία ενώνεται µε µια αρνητικά ϕορτισµένη ϱάβδο µε ϕορτίο −Q και µήκος L/2, επίσης γραµµικής πυκνότητας
ϕορτίου λ. Θεωρήστε σηµείο P σε απόσταση d από τις ϱάβδους όπως στο σχήµα.

(αʹ) (5 µ.) ∆είξτε ότι το ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο P ισούται µε µηδέν.
Hint: ∆Ε χρειάζεται να χρησιµοποιήσετε ολοκληρώµατα.

(ϐʹ) (20 µ.) ∆είξτε ότι το ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο P λόγω της δεξιάς, ϑετικά ϕορτισµένης ϱάβδου, δίνεται
ως

VP+ = keλ ln

(√
(L/2)2 + d2 + L/2

d

)
(24)

Σας δίνεται η σχέση ∫ b

a

dx√
x2 + d2

= ln(x+
√
x2 + d2)

∣∣∣x=b

x=a
(25)

(γʹ) (5 µ.) ∆είξτε ότι αν L/2 ≫ d, τότε το ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο P λόγω της δεξιάς, ϑετικά ϕορτισµένης
ϱάβδου, δίνεται ως

VP+ = keλ ln

(
L

d

)
(26)

Λύση:

(αʹ) Το σηµείο P ϐρίσκεται στη µεσοκάθετο της συνολικής, ϑετικής και αρνητικής, ϱάβδου, σε απόσταση d από
αυτή. ΄Εστω απειροστά µικρό ϕορτίο dql = −dq της αριστερής ϱάβδου. Το δυναµικό στο σηµείο P εξ αιτίας
αυτού του ϕορτίου ϑα είναι

dVleft = ke
−dq

r
(27)

µε r την απόσταση του ϕορτίου dql και του σηµείου P . ΄Εστω απειροστά µικρό ϕορτίο dqr = dq της δεξιάς
ϱάβδου, συµµετρικό ως προς τον κατακόρυφο άξονα που διαπερνά την µεσοκάθετο µε το ϕορτίο dql. Το
δυναµικό στο σηµείο P εξ αιτίας αυτού του ϕορτίου ϑα είναι

dVright = ke
dq

r
(28)

µε r την απόσταση του ϕορτίου dqr και του σηµείου P . Το συνολικό δυναµικό εξ αιτίας των δυο αυτών ϕορτίων
ϑα είναι

dV = dVleft + dVright = ke
−dq

r
+ ke

dq

r
= 0 (29)

Οποιαδήποτε αντίστοιχα συµµετρικά ϕορτία ϑα δίνουν συνολικό δυναµικό µηδέν, άρα το συνολικό δυναµικό εξ
αιτίας των δυο ϕορτισµένων ϱάβδων στο σηµείο P ϑα είναι µηδέν.

(ϐʹ) ΄Εστω απειροστά µικρό ϕορτίο dq µήκους dx της δεξιάς, ϑετικά ϕορτισµένης ϱάβδου, σε απόσταση x από την
αρχή της ϱάβδου (αριστερό άκρο), και σε απόσταση r από το σηµείο P . Το ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο αυτό
εξ αιτίας του ϕορτίου αυτού ϑα είναι

dVP = ke
dq

r
= ke

dq√
x2 + d2

(30)

Η ϱάβδος είναι οµοιόµορφα ϕορτισµένη, άρα ϑα έχει γραµµική πυκνότητα ϕορτίου λ = Q
L/2 , η οποία ισχύει για

κάθε τµήµα της, όσο µικρό κι αν είναι, δηλ.

λ =
dq

dx
⇐⇒ dq = λdx (31)
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για το ϕορτίο στο οποίο συζητάµε. Οπότε

dVP = keλ
dx√

x2 + d2
(32)

Το συνολικό ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο P για όλη τη ϱάβδο ϑα δίνεται ως (και µε τη ϐοήθεια του ολοκλη-
ϱώµατος)

VP+ =

∫
dVP = keλ

∫
dx√

x2 + d2
= keλ

∫ L/2

0

dx√
x2 + d2

(33)

= keλ ln(x+
√

x2 + d2)
∣∣∣x=L/2

x=0
= keλ ln

(√
(L/2)2 + d2 + L/2

d

)
(34)

(γʹ) Αν L/2 ≫ d =⇒ (L/2)2 ≫ d2 =⇒ (L/2)2 + d2 ≈ (L/2)2, οπότε

VP+ = keλ ln

(√
(L/2)2 + L/2

d

)
= keλ ln

(
L

d

)
(35)

5. Θέµα 5ο: Ηλεκτρικά Κυκλώµατα - 30 µονάδες

Σας δίνεται το ηλεκτρικό κύκλωµα του Σχήµατος 3(c). Βρείτε

(αʹ) (20 µ.) ότι τα ϱεύµατα που κυκλοφορούν στο κύκλωµα έχουν τιµές (κατά µέτρο)

I1 =
51

16
A, I2 =

57

16
A, I3 =

3

8
A (36)

(ϐʹ) (5 µ.) τη διαφορά δυναµικού στα άκρα όλων των αντιστατών, καθώς και

(γʹ) (5 µ.) την ισχύ που παραδίδεται στον κάθε αντιστάτη.

Λύση:

(αʹ) Εφαρµόζουµε το 2ο κανόνα του Kirchhoff στον αριστερό ϐρόχο:

12− 4I1 − 2I3 = 0 ⇐⇒ 4I1 + 2I3 = 12 (37)

΄Οµοια για τον δεξιό ϐρόχο:
15− 4I2 + 2I3 = 0 ⇐⇒ 4I2 − 2I3 = 15 (38)

Σε καθέναν απ΄τους δυο κόµβους ισχύει ο 1ος κανόνας του Kirchhoff, δηλ.

I1 = I2 + I3 (39)

Λύνοντας το σύστηµα καταλήγουµε στις τιµές

I1 =
51

16
A, I2 =

57

16
A, I3 = −3

8
A (40)

Το I3 ϑα έπρεπε να έχει αντίθετη ϕορά απ΄ αυτή που υποθέσαµε στο σχήµα, όµως το µέτρο του ϑα είναι πράγµατι
I3 =

3
8 A.

(ϐʹ) Για κάθε αντιστάτη

� ∆V1 = I1R1 =
51
16 · 4 = 51

4 V
� ∆V2 = I2R2 =

57
16 · 4 = 57

4 V
� ∆V3 = I3R3 =

3
8 · 2 = 3

4 V

(γʹ) Για κάθε αντιστάτη
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� P1 = I21R1 =
(
51
16

)2 · 4 = 40.64 W

� P2 = I22R2 =
(
57
16

)2 · 4 = 50.766 W

� P3 = I23R3 =
(
3
8

)2 · 2 = 0.2812 W

Σχήµα 3: Σχήµατα.


