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Επαναληπτική Τελική Εξέταση

Ονοµατεπώνυµο: _________________________________________________________________________________________________

Α.Μ: __________________ Τµήµα: __________________________________________________________________________________

Με άριστα το 10, µε πόσο ϑα ϐαθµολογούσατε την προετοιµασία σας για αυτήν την εξέταση ; ___________

� ∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ : 3 ΩΡΕΣ

� Υπολογίστε όλες τις απαντήσεις σας µε ακρίβεια 3ου δεκαδικού ψηφίου.

� Τα ϑέµατα επιστρέφονται µαζί µε τις απαντήσεις σας.

� Μπορείτε να αποχωρήσετε οποτεδήποτε ϑέλετε, αφού παραδώσετε κόλλες και ϑέµατα.

� Αιτιολογήστε πλήρως τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης.

� ΄Οπου χρειάζεται, ϑεωρήστε g= 9.8 m/s
2

� ∆ιαβάστε προσεκτικά όλα τα ϑέµατα και ξεκινήστε από αυτό που γνωρίζετε καλύτερα.

� Αντιγράψτε τα σχήµατα στις κόλλες σας αν χρειαστεί να αναφερθείτε σε αυτά.

� ΟΤΙ∆ΗΠΟΤΕ γράψετε πάνω στις κόλλες των εκφωνήσεων δε ϑα αξιολογηθεί.

� Συνολικές µονάδες αυτής της εξέτασης: 120. Αριστα: 100.
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1. Θέµα 1ο: Κλασική Μηχανική - 30 µονάδες

Σε µια προσοµοίωση της εταιρίας Space-Xi, µια ϱουκέτα µάζας 200 kg δίνει µέσω των κινητήρων της ώθηση 5×104

N. Η ϱουκέτα ‘‘κοιτάζει’’ προς τα πάνω και ϐρίσκεται δεµένη επάνω σε ένα κατακόρυφο, ιδανικό ελατήριο το οποίο
ϐρίσκεται στο έδαφος, όπως στο Σχήµα 1. Η σταθερά του ελατηρίου είναι 3× 103 N/m.

Σχήµα 1: Σχήµα Θέµατος 1.

(αʹ) (10 µ.) Αρχικά, πριν ανάψουν οι µηχανές της ϱουκέτας, αυτή ϐρίσκεται σε ηρεµία επάνω στο ελατήριο. Πόσο
συµπιέζεται το ελατήριο λόγω της δύναµης του ϐάρους της ; Σχεδιάστε κατάλληλα σχήµατα.

(ϐʹ) (20 µ.) ΄Οταν ανάψουν οι µηχανές, ποιά είναι η ταχύτητα της ϱουκέτας όταν το ελατήριο έχει εκταθεί κατά
0.5 m από τη ϑέση ισορροπίας του; Στην περίπτωση χρήσης ενεργειακού ϑεωρήµατος, σχεδιάστε κατάλληλα
σχήµατα, αναφέρετε ϱητά το σύστηµα που ϑεωρείτε και τις συνθήκες που ικανοποιούνται για την εφαρµογή του
ϑεωρήµατος.

Λύση:

(αʹ) Αφού ϐρίσκεται σε ηρεµία επάνω στο ελατήριο, έστω ότι η ϱουκέτα το έχει συµπιέσει κατά yc. Από τον 1ο νόµο
του Newton στον άξονα ισορροπίας y′y, ϑεωρώντας ϑετική ϕορά προς τα πάνω, ϑα έχουµε∑

F⃗y = 0 ⇐⇒ F⃗e +mg⃗ = 0 =⇒ Fe −mg = 0 ⇐⇒ Fe = mg ⇐⇒ −kyc = mg ⇐⇒ yc = −mg

k
(1)

΄Αρα η µετατόπιση από τη ϑέση ισορροπίας, και άρα η συµπίεση του ελατηρίου, ϑα είναι

yc = −200 · 9.8
3× 103

= −0.65 m (2)

(ϐʹ) ΄Εστω (Α) η ϑέση ηρεµίας του συστήµατος ελατήριο-Γη-ϱουκέτα, όπως αναφέρεται στο προηγούµενο ερώτηµα.
΄Εστω (Β) η ϑέση όπου το ελατήριο έχει εκταθεί κατά ye = 5×10−1 m. Θεωρούµε επίπεδο µηδενικής ϐαρυτικής
δυναµικής ενέργειας τη ϑέση (Α), όπου το ελατήριο είναι συµπιεσµένο. Μοντελοποιώντας την ώθηση των κινη-
τήρων ως εξωτερική δύναµη, το σύστηµα είναι µη-αποµονωµένο και ισχύει η Αρχή ∆ιατήρησης της Ενέργειας
από τη ϑέση (Α) στη ϑέση (Β). Η συνολική απόσταση που διανύει η ϱουκέτα είναι yt = ye + |yc|.

∆KA→B +∆UgA→B +∆UsA→B =
∑

W (3)

KB −KA + UgB − UgA + UsB − UsA = F∆y (4)
1

2
mu2B − 0 +mgyt − 0 +

1

2
ky2e −

1

2
ky2c = Fyt (5)

1

2
mu2B = Fyt −mgyt −

1

2
ky2e +

1

2
ky2c (6)

u2B =
2Fyt − 2mgyt − k(y2e − y2c )

m
(7)

ihttps://www.spacex.com/
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uB = ±
√

2Fyt − 2mgyt − k(y2e − y2c )

m
(8)

= 23.593 m/s (9)

Κρατάµε τη ϑετική λύση αφού η ϱουκέτα κινείται προς τα πάνω.

2. Θέµα 2ο: Ταλαντώσεις - 25 µονάδες

Η συνάρτηση
x(t) = 6 cos(3πt+ π/3) (10)

περιγράφει την απλή αρµονική κίνηση ενός σώµατος, µε το x να µετριέται σε µέτρα. Για t = 2.0 s, ποιά είναι

(αʹ) (5 µ.) η ϑέση

(ϐʹ) (5 µ.) η ταχύτητα

(γʹ) (5 µ.) η επιτάχυνση

(δʹ) (5 µ.) η ϕάση (συνολική)

(εʹ) (2.5 µ.) η συχνότητα

(ϛʹ) (2.5 µ.) η περίοδος της κίνησης

Λύση:
Για t = 2.0 s,

(αʹ) η ϑέση του σώµατος είναι
x(2) = 6 cos(6π + π/3) = 3.0 m (11)

(ϐʹ) η ταχύτητα του σώµατος είναι

u(2) =
dx

dt

∣∣∣
t=2

= −18π sin(6π + π/3) = −48.97 m/s (12)

(γʹ) η επιτάχυνση του σώµατος είναι

a(2) =
d2x

dt2

∣∣∣
t=2

= −(3π)2 · 6 cos(6π + π/3) = −266.48 m/s2 (13)

(δʹ) η συνολική ϕάση είναι το όρισµα του συνηµιτόνου, δηλ. 6π + π/3 = 19π/3.

(εʹ) Η συχνότητα της κίνησης είναι

f =
ω

2π
=

3π

2π
=

3

2
Hz (14)

(ϛʹ) Η περίοδος της κίνησης είναι

T =
1

f
=

2

3
s (15)

3. Θέµα 3ο: Φαινόµενο Doppler - 15 µονάδες

Το ξυπνητήρι σας παράγει έναν ήχο συχνότητας 600 Hz. ΄Ενα πρωί ‘‘κολλάει’’ και δεν µπορείτε να το κλείσετε. Στην
απελπισία σας, το πετάτε (‘‘αφήνετε’’) από το παράθυρο σας. Αν υποθέσετε ότι η ταχύτητα του ήχου είναι 343 m/s
και ότι ϐρίσκεστε στον 4ο όροφο (15 µ. από το έδαφος), ποιά συχνότητα ϑα ακούσετε λίγο πριν γίνει κοµµατάκια ;
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Λύση:
Επειδή η πηγή του ήχου αποµακρύνεται από µας, αναµένουµε η συχνότητα που ακούµε να είναι µικρότερη από
600 Hz. Από τη σχέση του Doppler ϑα έχουµε

f− =
u

u+ us
f0 (16)

΄Εστω (Α) η ϑέση που αφήνουµε το ξυπνητήρι από το παράθυρο, και η στιγµή που t = 0. Το ξυπνητήρι εκτελεί
ελεύθερη πτώση ως το έδαφος - ϑέση (Β). Θεωρούµε τη συµβολή των αξόνων µας στο σηµείο (Α), µε ϑετική ϕορά
προς τα πάνω. Ο χρόνος που απαιτείται για να ϕτάσει το ξυπνητήρι στο έδαφος µπορεί να ϐρεθεί από την Κινητική
ως

yB = yA + u0yt−
1

2
gt2 ⇐⇒ −h = 0 + 0− 1

2
gt2 ⇐⇒ t =

√
2h

g
(17)

Επίσης,

uB = uA − gtB = 0− gt = −g

√
2h

g
=⇒ |uB| =

∣∣∣√2gh
∣∣∣ m/s ≈ 17.14 m/s (18)

Από τη σχέση του Doppler ξανά έχουµε

f− =
u

u+ uB
f0 =

343

343 + 17.14
600 ≈ 571 Hz (19)

Εναλλακτικά µπορείτε να χρησιµοποιήσετε τη σχέση

u2B = u2A − 2g∆y (20)

για να ϐρείτε πιο εύκολα την ταχύτητα στη ϑέση B ή κάποιο ενεργειακό ϑεώρηµα.

4. Θέµα 4ο: Ηλεκτρικά ∆υναµικά - 25 µονάδες

Στο Σχήµα 2 ϐλέπετε µια λεπτή πλαστική ϱάβδο µήκους L και οµοιόµορφης κατανοµής ϕορτίου λ, µε ϕορτίο Q,
να ϐρίσκεται πάνω σε νοητό άξονα x′x. Με το δυναµικό V = 0 να ϐρίσκεται στο άπειρο, δείξτε ότι :

Σχήµα 2: Σχήµα Θέµατος 4.

(αʹ) το ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο P1, σε οριζόντια απόσταση d από το αριστερό άκρο της ϱάβδου ισούται µε

VP1 = ke
Q

L
ln
(
1 +

L

d

)
(21)
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(ϐʹ) το ηλεκτρικό δυναµικό στο σηµείο P2, σε κάθετη απόσταση y = D από το αριστερό άκρο της ϱάβδου, αν η
κατανοµή ϕορτίου δεν είναι οµοιόµορφη αλλά της µορφής λ(x) = cx, µε c σταθερά, ισούται µε

VP2 = kec(
√
L2 + y2 − y) (22)

∆ίνεται ότι ∫ b

a

x√
x2 + y2

dx =
√
x2 + y2

∣∣∣x=b

x=a
(23)

Λύση:
∆είτε το Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Σχήµα Θέµατος 4.

(αʹ) ΄Εστω ένα απειροστά µικρό τµήµα της ϱάβδου µήκους dx, ϕορτίου dq. Ισχύει dq = λdx, µε λ = Q/L η
γραµµική πυκνότητα ϕορτίου της ϱάβδου. Από το Σχήµα 2, η απόσταση του από το σηµείο P1 είναι d+ x και
το δυναµικό του στο σηµείο αυτό δίνεται ως

dVP1 = ke
dq

d+ x
= ke

λdx

d+ x
(24)

Το συνολικό δυναµικό στο σηµείο P1 δίνεται αθροίζοντας όλες τις απειροστά µικρές συνεισφορές δυναµικού
από τα σηµειακά ϕορτία της ϱάβδου. Οπότε

VP1 =

∫
dVP1 = ke

∫
λdx

d+ x
= keλ

∫ L

0

dx

d+ x
= keλ ln(d+ x)

∣∣∣L
0
= ke

Q

L
ln
(
1 +

L

d

)
(25)

(ϐʹ) ΄Εστω ένα απειροστά µικρό τµήµα της ϱάβδου µήκους dx, ϕορτίου dq. Ισχύει dq = λdx, µε λ = Q/L η
γραµµική πυκνότητα ϕορτίου της ϱάβδου. Από το Σχήµα 2, η συνεισφορά του στο δυναµικό στο σηµείο P2 είναι

dVP2 = ke
λ(x)dx√
x2 + y2

= ke
cx√

x2 + y2
dx (26)

µε y = D την τεταγµένη του σηµείου P2. Το συνολικό δυναµικό στο σηµείο P2 δίνεται αθροίζοντας όλες τις
απειροστά µικρές συνεισφορές δυναµικού από τα σηµειακά ϕορτία της ϱάβδου. Οπότε

VP2 =

∫
dVP2 = kec

∫ L

0

x√
x2 + y2

dx = kec(
√
x2 + y2)

∣∣∣x=L

x=0
= kec(

√
L2 + y2 − y) (27)

από το δοσµένο ολοκλήρωµα.
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5. Θέµα 5ο: Ηλεκτρικά Κυκλώµατα - 25 µονάδες

Το κύκλωµα του Σχήµατος 4 έχει σταθερά ϱεύµατα, δηλ. ϐρίσκεται σε λειτουργία πολλή ώρα. Βρείτε

(αʹ) (20 µ.) τα Ix, µε x = 1, 2, 3, 4, 5, καθώς και

(ϐʹ) (5 µ.) το ϕορτίο του πυκνωτή των 5.0 µF.

Σχήµα 4: Σχήµα Θέµατος 5.

Λύση:
Εφ΄όσον το κύκλωµα ϐρίσκεται σε λειτουργία πολλή ώρα, ο πυκνωτής είναι πλήρως ϕορτισµένος, άρα I5 = 0. Ο
2ος κανόνας του Kirchhoff για το ϐρόχο acba δίνει

−8 + 4I2 = 0 ⇐⇒ I2 = 2 A (28)

Ο 2ος κανόνας του Kirchhoff για το ϐρόχο adeca δίνει

−3I1 − 9 + 8 = 0 ⇐⇒ I1 = −0.33 A (29)

Ο 1ος κανόνας του Kirchhoff στον κόµβο c µας δίνει

I1 + I5 + I2 = I3 ⇐⇒ I3 = 1.67 A (30)

και ο ίδιος κανόνας στον κόµβο a δίνει

I3 = I4 + I2 ⇐⇒ I4 = −0.33 A (31)

Για να ϐρούµε το ϕορτίο του πυκνωτή, χρειαζόµαστε τη διαφορά δυναµικού στα άκρα του. Εφαρµόζοντας το 2ο
κανόνα του Kirchhoff στο ϐρόχο dfgced έχουµε

−2I5 +∆Vfg − 7 + 9 + 3I1 = 0 ⇐⇒ ∆Vfg = −1 V (32)

’ρα το ϕορτίο του πυκνωτή είναι
Q = C|∆Vfg| = 5 µC (33)


