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Τελική Εξέταση

• ΑΝΤΙΓΡΑΨΤΕ ΣΤΟ ΠΑΝΩ ΜΕΡΟΣ ΚΑΘΕ ΣΕΛΙ∆ΑΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ τον παρακάτω πίνακα, ϐάζοντας τα 4

ψηφία του ΑΜ σας κάτω από τις σταθερές a, b, c, d:∥∥∥∥∥∥
a b c d

∥∥∥∥∥∥
• Αντικαταστήστε πριν οποιαδήποτε λύση σας τις σταθερές a, b, c, d όπου εµφανίζονται στα παρακάτω ϑέ-

µατα (µόνο µε µικρά γράµµατα) µε τα αντίστοιχα ψηφία του ΑΜ σας.

• Λύσεις ΧΩΡΙΣ αντικατάσταση ή µε ΛΑΘΟΣ αντικατάσταση ψηφίων ∆ΕΝ είναι αποδεκτές και ΜΗ∆ΕΝΙΖΟ-

ΝΤΑΙ.

• ∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ : 3 ΩΡΕΣ

• ΠΡΟΘΕΣΜΙΑ ΠΑΡΑ∆ΟΣΗΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ : 18:30 ΑΥΣΤΗΡΑ µέσω του προγράµµατος TURNIN µε χρήση

της παρακάτω εντολής:

turnin FE@hy112 /mypath/hy112/exam

• Υπολογίστε όλες τις απαντήσεις σας µε ακρίβεια 3ου δεκαδικού ψηφίου.

• Απαγορεύεται η συνεργασία µε οποιοδήποτε ϕυσικό πρόσωπο ή πρόσωπα και η µεταξύ σας ή µε τρίτους

αντιγραφή. Ο διδάσκων διατηρεί το δικαίωµα (α) να µηδενίσει κατ΄ ευθείαν γραπτό ή γραπτά µε προφα-

νείς οµοιότητες και (ϐ) να καλέσει σε προφορική εξέταση µέσω Zoom αν υπάρξουν όποιες υποψίες.

• Αιτιολογήστε πλήρως τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης ή λογισµικού αριθ-

µητικών υπολογισµών.

• ΄Οπου χρειάζεται, ϑεωρήστε g= 9.8 m/s
2

• ∆εν επιτρέπονται ερωτήσεις. Γράφετε µόνοι/ες σας µε ϐάση όσα γνωρίζετε.

• Το σύµβολο × όπου εµφανίζεται παρακάτω, δηλώνει την πράξη του πολλαπλασιασµού.

• ∆ιαβάστε προσεκτικά όλα τα ϑέµατα και ξεκινήστε από αυτό που γνωρίζετε καλύτερα.
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1. Θέµα 1ο: Κλασική Μηχανική - 30 µονάδες

Σε µια προσοµοίωση της εταιρίας Space-Xi, µια ϱουκέτα µάζας a + b kg δίνει µέσω των κινητήρων της ώθηση
(d + 1) × 104 N. Η ϱουκέτα ‘‘κοιτάζει’’ προς τα πάνω και ϐρίσκεται δεµένη επάνω σε ένα κατακόρυφο, ιδανικό
ελατήριο το οποίο ϐρίσκεται στο έδαφος, όπως στο Σχήµα 1. Η σταθερά του ελατηρίου είναι (c+ 1)× 103 N/m.

Σχήµα 1: Σχήµα Θέµατος 1.

(αʹ) (10 µ.) Αρχικά, πριν ανάψουν οι µηχανές της ϱουκέτας, αυτή ϐρίσκεται σε ηρεµία επάνω στο ελατήριο. Πόσο
συµπιέζεται το ελατήριο λόγω της δύναµης του ϐάρους της ;

(ϐʹ) (20 µ.) ΄Οταν ανάψουν οι µηχανές, ποιά είναι η ταχύτητα της ϱουκέτας όταν το ελατήριο έχει εκταθεί κατά
(b + 1) × 10−1 m από τη ϑέση ισορροπίας του; Στην περίπτωση χρήσης ενεργειακού ϑεωρήµατος, αναφέρετε
ϱητά το σύστηµα που ϑεωρείτε και τις συνθήκες που ικανοποιούνται για την εφαρµογή του ϑεωρήµατος.

Λύση:

(αʹ) Αφού ϐρίσκεται σε ηρεµία επάνω στο ελατήριο, έστω ότι η ϱουκέτα το έχει συµπιέσει κατά yc. Από τον 1ο νόµο
του Newton στον άξονα ισορροπίας y′y, ϑεωρώντας ϑετική ϕορά προς τα πάνω, ϑα έχουµε∑

~Fy = 0⇐⇒ ~Fe +m~g = 0 =⇒ Fe −mg = 0⇐⇒ Fe = mg ⇐⇒ −kyc = mg ⇐⇒ yc = −mg
k

(1)

΄Αρα η µετατόπιση από τη ϑέση ισορροπίας, και άρα η συµπίεση του ελατηρίου, ϑα είναι

yc = −(a+ b)g

(c+ 1)
× 10−3 m (2)

(ϐʹ) ΄Εστω (Α) η ϑέση ηρεµίας του συστήµατος ελατήριο-Γη-ϱουκέτα, όπως αναφέρεται στο προηγούµενο ερώτηµα.
΄Εστω (Β) η ϑέση όπου το ελατήριο έχει εκταθεί κατά ye = (b + 1) × 10−1 m. Θεωρούµε επίπεδο µηδενικής
ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας τη ϑέση (Α), όπου το ελατήριο είναι συµπιεσµένο. Μοντελοποιώντας την ώθηση
των κινητήρων ως εξωτερική δύναµη, το σύστηµα είναι µη-αποµονωµένο και ισχύει η Αρχή ∆ιατήρησης της
Ενέργειας από τη ϑέση (Α) στη ϑέση (Β). Η συνολική απόσταση που διανύει η ϱουκέτα είναι yt = ye + |yc|.

∆KA→B + ∆UgA→B + ∆UsA→B =
∑

W (3)

KB −KA + UgB − UgA + UsB − UsA = F∆y (4)
1

2
mu2B − 0 +mgyt − 0 +

1

2
ky2e −

1

2
ky2c = Fyt (5)

1

2
mu2B = Fyt −mgyt −

1

2
ky2e +

1

2
ky2c (6)

u2B =
2Fyt − 2mgyt − k(y2e − y2c )

m
(7)

uB = ±
√

2Fyt − 2mgyt − k(y2e − y2c )

m
(8)

Κρατάµε τη ϑετική λύση αφού η ϱουκέτα κινείται προς τα πάνω.
ihttps://www.spacex.com/
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2. Θέµα 2ο: Απλή Αρµονική Ταλάντωση - 20 µονάδες

Στη λαχαναγορά της περιοχής σας, αναγκάζεστε να Ϲυγίζετε µόνοι/ες σας τα ϕρούτα και τα λαχανικά σας, λόγω
κορονοϊού. Παίρνετε κάµποσα µήλα και τα ϐάζετε σε µια Ϲυγαριά ελατηρίου. Η ένδειξη της Ϲυγαριάς ‘‘γράφει’’
20 N και χρησιµοποιώντας το χάρακα που έχετε πάντα µαζί σας, ϐλέπετε ότι το δοχείο της Ϲυγαριάς έχει κατέβει
3 × (a + d) × 10−2 m όταν ϐάζετε επάνω τα µήλα σας. Αν χτυπήσετε το κάτω µέρος του δοχείου λίγο, ώστε να το
κάνετε να ταλαντωθεί, ποιά είναι η συχνότητα ταλάντωσης ; Αγνοήστε τη µάζα του δοχείου, ϑεωρήστε τη Ϲυγαριά
ιδανική, και ότι η ταλάντωση είναι απλή αρµονική.

Λύση:
΄Οταν τα µήλα τοποθετούνται στη Ϲυγαριά, το σύστηµα Ϲυγαριά-ελατήριο-µήλα ισορροπεί µετατοπίζοντας το ελατήριο
κατά yc = −3× (a+ d)× 10−2 m. Υποθέτοντας ϑετική ϕορά προς τα πάνω, από το 2ο νόµο του Newton ισχύει∑

~Fy = 0⇐⇒ ~Fs +m~g = 0 =⇒ Fs −mg = 0⇐⇒ −kyc = mg ⇐⇒ k = −mg
yc

N/m (9)

Η συχνότητα ταλάντωσης ϑα είναι

f =
1

2π

√
k

m
=

1

2π

√
−mg

yc

m
=

1

2π

√
− g

yc
(10)

Οπότε τελικά
f =

1

2π

√
g

3× (a+ d)× 10−2
Hz (11)

Απαντήσεις σε µορφή γωνιακής συχνότητας ω = 2πf rad/s είναι επίσης σωστές.

3. Θέµα 3ο: Κυµατική ∆ιάδοση - 15 µονάδες

΄Ενα κύµα περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση

y(x, t) = (a× 10−2) sin

[
2π

(
x

(b+ 1)
+

t

(c+ 1)× 10−1
+ 1

)]
(12)

και διαδίδεται σε ένα νήµα, µε y, x και t να µετρώνεται σε µέτρα και δευτερόλεπτα, αντίστοιχα.

(αʹ) (5 µ.) Σε ποιά κατεύθυνση ταξιδεύει το κύµα ;

(ϐʹ) (5 µ.) Ποιά είναι η ταχύτητα, η συχνότητα σε Hz, και ο κυµαταριθµός του κύµατος ;

(γʹ) (5 µ.) Σε χρόνο t = 0.5 s, ποιά είναι η µετατόπιση του στοιχείου x = (d+ 2)× 10−1 m του νήµατος ;

Λύση:

(αʹ) Το κύµα ταξιδεύει προς τα αριστερά, αφού η κυµατοσυνάρτηση έχει όρισµα ηµιτόνου (kx + ωt + φ), µε το +
µπροστά στο ω να υποδηλώνει ταξίδι προς τα αριστερά.

(ϐʹ) Η κυµατοσυνάρτηση γράφεται ως

y(x, t) = (a× 10−2) sin

[(
2π

(b+ 1)
x+

2π

(c+ 1)× 10−1
t+ 2π

)]
(13)
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οπότε έχουµε

κυµαταριθµός : k =
2π

b+ 1
rad/m (14)

µήκος κύµατος : λ = b+ 1 m (15)

περίοδος : T = (c+ 1)× 10−1 s (16)

γων. συχνότητα: ω =
2π

(c+ 1)× 10−1
rad/s (17)

συχνότητα: f =
1

T
=

1

(c+ 1)× 10−1
Hz (18)

ταχύτητα: u = λf =
10(b+ 1)

c+ 1
m/s (19)

(γʹ) Για το Ϲεύγος (x0, t0) = ((d+ 2)× 10−1, 0.5) ϑα έχουµε

y(x0, t0) = (a× 10−2) sin

(
π(d+ 2)

5(b+ 1)
+

10π

(c+ 1)

)
(20)

µε το αποτέλεσµα να προκύπτει µε χρήση αριθµοµηχανής.

4. Θέµα 4ο: Φαινόµενο Doppler - 25 µονάδες

Οι υπέρηχοι έχουν πολλές σηµαντικές εφαρµογές στην Ιατρική, µια εκ των οποίων είναι η παρακολούθησης της
καρδιακής λειτουργίας ενός εµβρύου, στέλνοντας και λαµβάνοντας (ανακλώµενους) υπερήχους στη µήτρα.

(αʹ) (10 µ.) Θεωρήστε ένα σώµα κινούµενο µε ταχύτητα uO προς ακίνητη πηγή, η οποία εκπέµπει ηχητικό κύµα
συχνότητας f0. ∆είξτε ότι το ανακλώµενο ηχητικό κύµα (δηλ. η ηχώ) που επιστρέφει στην πηγή αφού ανακλαστεί
στο κινούµενο σώµα δίνεται από τη σχέση

fecho =
u+ uO
u− uO

f0 (21)

µε u την ταχύτητα του ήχου στο µέσο διάδοσης.
Hint: Βρείτε τη συχνότητα που λαµβάνει το κινούµενο σώµα και ϑεωρήστε ότι αυτό επανεκπέµπει - ως κινούµενο
σώµα, πάντα ! - αυτή τη συχνότητα πίσω στην ακίνητη πηγή.

(ϐʹ) (10 µ.) Υποθέστε ότι uO � u. Τότε fecho ≈ f0 και ένα µικρόφωνο που έχει υψηλή ευαισθησία σε τέτοιες
συχνότητες ϑα ανιχνεύσει ένα διακρότηµα αν λάβει ταυτόχρονα τις δυο συχνότητες, f0 και fecho. ∆είξτε ότι η
συχνότητα του διακροτήµατος δίνεται από τη σχέση

fbeat ≈ 2f0
uO
u

(22)

(γʹ) (5 µ.) Η εφαρµογή στους υπερήχους έχει ως εξής : η ανάκλαση ενός υπερήχου συχνότητας 2.4 MHz από
την επιφάνεια της καρδιάς ενός εµβρύου συµβάλλει µε το εκπεµπόµενο κύµα των 2.4 MHz και παράγει ένα
διακρότηµα µε µέγιστη συχνότητα τα 65 Hz. Ποιά είναι η µέγιστη ταχύτητα της επιφάνειας της καρδιάς ; Σας
δίνεται ότι η ταχύτητα των υπερήχων στο σώµα µας είναι u = 1540 m/s.

Λύση:

(αʹ) Η ακίνητη πηγή εκπέµπει ηχητικό κύµα συχνότητας f0 και ο κινούµενος προς αυτήν παρατηρητής µε ταχύτητα
uO λαµβάνει ηχητικό κύµα συχνότητας

frec =
u+ uO
u

f0 (23)

σύµφωνα µε την εξίσωση Doppler. Αν ϑεωρήσουµε ότι η παραπάνω συχνότητα επανεκπέµπεται από κινούµενο
παρατηρητή (που όµως πλέον είναι πηγή ηχητικού κύµατος) προς την ακίνητη πηγή (που πλέον είναι ακίνητος
παρατηρητής), τότε σύµφωνα µε την εξίσωση Doppler η συχνότητα που λαµβάνει η πηγή ϑα είναι

fecho =
u

u− uO
frec =

u

u− uO
u+ uO
u

f0 =
u+ uO
u− uO

f0 (24)
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(ϐʹ) Η συχνότητα του διακροτήµατος ξέρουµε ότι είναι

fbeat = |f0 − fecho| (25)

=
∣∣∣f0 − u+ uO

u− uO
f0

∣∣∣ (26)

=
∣∣∣(u− uO)

(u− uO)
f0 −

u+ uO
u− uO

f0

∣∣∣ (27)

=
∣∣∣ −2uO
u− uO

f0

∣∣∣ (28)

κι επειδή uO � u =⇒ u− uO ≈ u, ϑα είναι

fbeat ≈
∣∣∣−2uO

u
f0

∣∣∣ =
2uO
u
f0 (29)

(γʹ) Από το προηγ. ερώτηµα έχουµε

65 =
2uO
1540

× 2.4× 106 =⇒ uO = 0.0208 m/s (30)

5. Θέµα 5ο: Ηλεκτρικά Κυκλώµατα - 25 µονάδες

∆είτε το κύκλωµα του Σχήµατος 2. Υπάρχει τιµή της ΗΕ∆ ε για την οποία ο αντιστάτης R λαµβάνει µηδενική ισχύ ;

Σχήµα 2: Σχήµα Θέµατος 5.

Λύση:
Για να έχει το κύκλωµα του Σχήµατος 3 κάποια τιµή της ΗΕ∆ ε στο δεξί µέρος του κυκλώµατος για την οποία στον

Σχήµα 3: Σχήµα Θέµατος 5 - Λύση.

αντιστάτη αντίστασης R Ω, µε
R = (a+ b)× 102 (31)
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παραδίδεται µηδενική ισχύς, ϑα πρέπει να ισχύει

PR = I23R = 0 =⇒ I3 = 0 (32)

Αν στον κόµβο 1 ισχύει ο 1ος κανόνας του Kirchhoff ως

I1 = I2 + I3 ⇐⇒ I1 = I2 (33)

΄Εστω ότι η άγνωστη ΗΕ∆ συνδέεται µε το ϑετικό πόλο προς τα πάνω. Από το 2ο κανόνα του Kirchhoff στο δεξί
τµήµα του κυκλώµατος, µε ϕορά των δεικτών του ϱολογιού, ϑα έχουµε

−300I1 − ε = 0⇐⇒ ε = −300I1 (34)

Από τον 2ο κανόνα του Kirchhoff στο αριστερό τµήµα του κυκλώµατος, µε ϕορά των δεικτών του ϱολογιού, ϑα
έχουµε

50− 100I2 = 0⇐⇒ I2 = 0.5 A (35)

και από τη Σχέση (33) ισχύει
I1 = 0.5 A (36)

Οπότε η Σχέση (34) δίνει
ε = −150 V (37)

Λόγω του προσήµου καταλαβαίνουµε ότι η πολικότητα που επιλέξαµε πρέπει να αλλάξει, και η άγνωστη πηγή
πρέπει να συνδεθεί µε το ϑετικό πόλο προς τα κάτω. Η τιµή της ΗΕ∆ είναι λοιπόν 150 V.

6. Θέµα 6ο: Ηλεκτρικά Πεδία - 30 µονάδες

Η ϱάβδος του Σχήµατος 4 είναι ϑετικά ϕορτισµένη µε οµοιόµορφη πυκνότητα ϕορτίου λ και έχει άπειρο µήκος
προς το δεξί της µέρος. Βρείτε το διάνυσµα του ηλεκτρικού πεδίου στο σηµείο P .

Σχήµα 4: Σχήµα Θέµατος 6.

Λύση: ∆είτε το Σχήµα 5. Αναλύοντας τις συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου από ένα σηµειακό ϕορτίο της ϱάβδου
dq, µήκους dx, σε απόσταση x από το αριστερό άκρο της ϱάβδου, µπορούµε να γράψουµε

d ~EP = d ~EPx + d ~EPy = dEPx
~i+ dEPy

~j (38)

Το σηµειακό ϕορτίο dq συνεισφέρει στο σηµείο P ηλεκτρικό πεδίο µέτρου

dEP = ke
dq

L2
= ke

dq

r2 + x2
(39)
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Σχήµα 5: Σχήµα Θέµατος 6 - Λύση.

Οι επιµέρους συνιστώσες

dEPx = −dEP sin(φ) = −ke
dq

r2 + x2
sin(φ) (40)

dEPy = −dEP cos(φ) = −ke
dq

r2 + x2
cos(φ) (41)

Επειδή

λ =
Q

l
=
dq

dx
=⇒ dq = λdx (42)

και οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί παραπάνω µπρορούν να γραφούν ως

sin(φ) =
x

L
=

x√
x2 + r2

(43)

cos(φ) =
r

L
=

r√
x2 + r2

(44)

ϑα έχουµε

dEPx = −dEP sin(φ) = −keλ
dx

r2 + x2
x√

x2 + r2
= −keλ

xdx

(r2 + x2)3/2
(45)

dEPy = −dEP cos(φ) = −keλ
dx

r2 + x2
r√

x2 + r2
= −keλ

rdx

(r2 + x2)3/2
(46)

Η x−συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου για όλη τη ϱάβδο στο σηµείο P ϑα είναι

EPx =

∫
dEPx = −keλ

∫
xdx

(r2 + x2)3/2
(47)

ενώ η y−συνιστώσα

EPy =

∫
dEPy = −keλ

∫
rdx

(r2 + x2)3/2
(48)

και έτσι

EPx = −keλ
∫ +∞

0

xdx

(x2 + r2)3/2
(49)

EPy = −keλr
∫ +∞

0

dx

(x2 + r2)3/2
(50)
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Από το δοθέν ολοκλήρωµα ∫ +∞

0

xdx

(x2 + r2)3/2
= − 1√

x2 + r2

∣∣∣∣∣
+∞

0

=
1

r
(51)

και από το ολοκλήρωµα των διαλέξεων∫ +∞

0

dx

(x2 + r2)3/2
=

x

r2
√
x2 + r2

∣∣∣∣∣
+∞

0

=
1

r2
(52)

αφού

lim
x→+∞

x√
x2 + r2

= lim
x→+∞

x

x
√

1 + r2

x2

= lim
x→+∞

1√
1 + r2

x2

= 1 (53)

Οπότε τελικά

EPx = −keλ
r

(54)

EPy = −keλ
r

(55)

και τελικά
~EP = EPx

~i+ EPy
~j = −ke

λ

r
(~i+~j) (56)

Συνολικές µονάδες : 145
΄Αριστα : 110


