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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

Αιτιολογήστε πλήρως τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης.

• Αντιγράψτε τον παρακάτω πίνακα στην κόλλα σας, ϐάζοντας τα 4 ψηφία του ΑΜ σας κάτω από τις

σταθερές a, b, c, d: ∥∥∥∥∥∥
a b c d

∥∥∥∥∥∥
• Αντικαταστήστε πριν οποιαδήποτε λύση σας τις σταθερές a, b, c, d όπου εµφανίζονται στα παρακάτω ϑέ-

µατα (µόνο µε µικρά γράµµατα) µε τα αντίστοιχα ψηφία του ΑΜ σας.

• Λύσεις χωρίς αντικατάσταση ή µε λάθος αντικατάσταση ψηφίων ∆ΕΝ είναι αποδεκτές και µηδενίζονται.

• ΄ΩΡΑ ΠΑΡΑ∆ΟΣΗΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ : 18:45 ΑΥΣΤΗΡΑ στο kafentz@csd.uoc.gr.

• Υπολογίστε όλες τις απαντήσεις σας µε ακρίβεια 3ου δεκαδικού ψηφίου.

• Απαγορεύεται η συνεργασία και η αντιγραφή από οποιαδήποτε πηγή. Ο διδάσκων διατηρεί το δικαίωµα

να καλέσει σε προφορική εξέταση αν υπάρξουν υποψίες αντιγραφής.

Θέµα 1ο: 30 µονάδες

Μια δηµοφιλής σειρά ϱοµπότ υψηλής ΑΙ (τεχνητής νοηµοσύνης) της Boston Dynamics ϕαίνεται στο Σχήµα 1. Θέλετε να
ελέγξετε µια παρτίδα που παραλάβατε για εκπαιδευτικούς σκοπούς στο µάθηµα της Φυσικής, στα πλαίσια επίδειξης της
δύναµης τριβής. Παίρνετε τυχαία ένα ϱοµπότ που έχει µάζα ab kg∗, και το ενεργοποιείτε από την κορυφή κεκλιµένου
γωνίας 10 · a† µοιρών, µε ύψος 50 m. Ο κινητήρας του ϱοµπότ δίνει µια σταθερή δύναµη 300 N κατά την κατάβαση
του. Η ταχύτητα του ϱοµπότ στο τέλος του κεκλιµένου είναι 40 m/s. Βρείτε το συντελεστή τριβής ολίσθησης µεταξύ του
κεκλιµένου και του ϱοµπότ (ϑεωρήστε το ϱοµπότ ως ‘‘σώµα’’). Θεωρήστε g = 9.8 m/s2.

Σχήµα 1: Ροµπότ της Boston Dynamics.

∗ab είναι ο αριθµός που σχηµατίζεται αν ενώσετε τα ψηφία a, b του ΑΜ σας - ∆ΕΝ είναι ο αριθµός a επί b!
†∆έκα επί a.
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Λύση: Θεωρούµε ως σύστηµα το ϱοµπότ, το κεκλιµένο, και τη Γη. Το σύστηµα είναι µη-αποµονωµένο και ισχύει η
Α.∆.Ε. ΄Εστω Α η ϑέση στην κορυφή του κεκλιµένου και Β η ϑέση στο τέρµα του, κι έστω ∆x η απόσταση που διανύει το
ϱοµπότ, από την Α ως τη Β. Επιλέγουµε διάταξη µηδενικής ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας η ϐάση του κεκλιµένου. Θα
είναι

∆U + ∆Eint + ∆K = WF (1)
UB − UA + ∆Eint +KB −KA = WF (2)

0−mgh+ fk∆x+
1

2
mu2

B − 0 = F∆x (3)

Η απόσταση ∆x ϑα είναι

sin(10a) =
h

∆x
=⇒ ∆x =

h

sin(10a)
(4)

οπότε

−mgh+ fk
h

sin(10a)
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2
mu2

B − 0 = F
h

sin(10a)
(5)

Λόγω ισορροπίας του σώµατος στον κατακόρυφο άξονα κατά την κίνησή του, ϑα είναι∑
~Fy = 0⇐⇒ ~n+ ~Fgy = 0 =⇒ n = mg cos(10a) (6)

οπότε
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h
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(7)
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µk =

Fh
sin(10a) +mgh− 1

2mu
2
B

mgh cos(10a)
sin(10a)

(9)

Εναλλακτικά, το ϱοµπότ επιταχύνει στον άξονα x′x, ενώ ηρεµεί στον άξονα y′y. Από τους νόµους του Newton, έχουµε∑
~Fy = 0⇐⇒ ~n+ ~Fgy = 0⇐⇒ ~n+m~g cos(θ) =⇒ n = mg cos(θ) (10)∑
~Fx = m~ax ⇐⇒ ~F + ~Fgx + ~fk = m~ax =⇒ F +mg sin(θ)− µkn = max (11)

Με αντικατάσταση

F +mg sin(θ)− µkmg cos(θ) = max (12)

µk =
mg sin(θ) + F −max

mg cos(θ)
(13)

µε

u2
B = u2

A + 2ax∆x =⇒ ax =
u2
B

2∆x
(14)

από τις εξισώσεις της κίνητικής. Οπότε τελικά

µk =
mg sin(θ) + F −m u2

B
2∆x

mg cos(θ)
(15)

=
mg sin(10a) + F −mu2

B sin(10a)
2h

mg cos(10a)
(16)
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Θέµα 2ο: 30 µονάδες

Ο µικρός αδερφός σας αγόρασε µια δωρο-σακούλα (lucky bag), η οποία - µεταξύ άλλων - περιέχει ένα µικρό πιστόλι
ελατηρίου µε µικρές µπάλες για παιδιά και σας Ϲητά να του εξηγήσετε πως λειτουργεί. Αφού του λέτε περί νόµου του
Hooke κλπ., τοποθετείτε το όπλο κατακόρυφα και πυροβολείτε. Θεωρήστε αµελητέα την αντίσταση του αέρα και g = 9.8
m/s2. Αν το ελατήριο συµπιέζεται πλήρως κατά yi = −0.12 m πριν εκτοξέυσει τη µικρή µπάλα, η µάζα της τελευταίας
ειναι m = 2 ·max{a, b, c, d} gr‡, και το ύψος που ϕτάνει η µικρή µπάλα είναι yf = 3.0 m, τότε

(αʹ) ποιά είναι η σταθερά k του ελατηρίου ;

(ϐʹ) ποιά η ταχύτητα της µικρής µπάλας όταν περνά από τη ϑέση ισορροπίας του ελατηρίου (ϑέση ϕυσικού µήκους);

Λύση: Θεωρούµε ϑέση αναφοράς τη ϑέση ϕυσικού µήκους του ελατηρίου. Θεωρούµε ως σύστηµα το ελατήριο, την
µπάλα, και τη Γη. Θεωρούµε διάταξη µηδενικής ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας τη ϑέση ϕυσικού µήκους του ελατηρίου.
΄Εστω Α η ϑέση συµπίεσης και Β η ϑέση µέγιστου ύψους της µπάλας. Το σύστηµα είναι αποµονωµένο και ισχύει η Α.∆.Ε.

(αʹ) Είναι

∆Ug + ∆Us + ∆K = 0 (17)
UgB − UgA + UsB − UsA +KB −KA = 0 (18)

mgyf −mgyi − 0 + 0− 1

2
ky2

i + 0− 0 = 0 (19)

k =
mg(yf − yi)

1
2y

2
i

(20)

=
2mg(yf − yi)

y2
i

(21)

(ϐʹ) Η ταχύτητα στη ϑέση ισορροπίας Γ ϐρίσκεται µε επανεφαρµογή της Α.∆.Ε. µεταξύ των σηµείων Α και Γ:

∆Ug + ∆Us + ∆K = 0 (22)
UgΓ − UgA + UsΓ − UsA +KΓ −KA = 0 (23)

0−mgyi + 0− 1

2
ky2

i +
1

2
mu2

Γ − 0 = 0 (24)

u2
Γ =

ky2
i

m
+ 2gyi (25)

uΓ =

√
ky2

i

m
+ 2gyi (26)

Θέµα 3ο: 30 µονάδες

Το καλοκαίρι στην παραλία, ο ϕίλος σας εξηγεί την εµπειρία που είχε οδηγώντας ένα υπερσύγχρονο σπόρ αυτοκίνητο σε
µια πίστα δοκιµών αγωνιστικών αυτοκινήτων :

‘‘Με το αµάξι έτρεχα ευθύγραµµα µε σταθερή ταχύτητα uO, και όταν έφτασα στον τερµατισµό ενεργοποίηθηκε µια
νότα σταθερής συχνότητας f0 από µια σειρήνα. ΄Οταν αποµακρυνόµουν από τη σειρήνα, άκουσα µια συχνότητα στα a

d+5
της τιµής που είχε όταν πλησίαζα τη σειρήνα, δηλ.

fαποµάκρυνσης
fπροσέγγισης

=
a

d+ 5
(27)

‡∆ηλ. (δυο επί το µεγαλύτερο ψηφίο του ΑΜ σας) γραµµάρια.
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Μετά έκανα άλλους δυο γύρους και σταµάτησα. ΄Ηταν εκπληκτική εµπειρία !’’

Θεωρήστε την ταχύτητα του ήχου στην πίστα ίση µε u = 350 m/s. Επίσης ξέρετε ότι το γρηγορότερο αυτοκίνητο στη
Γη§ µπορεί να τρέξει µε ταχύτητες ως 130 m/s. ΄Εχει ‘‘καλό αυτί’’ ο ϕίλος σας ;

Λύση: Από τη σχέση
fαποµάκρυνσης
fπροσέγγισης

=
a

d+ 5
(28)

και τη γνώση του ϕαινοµένου Doppler έχουµε ότι(
u−uO

u

)
f0(

u+uO
u

)
f0

=
a

d+ 5
⇐⇒ u− uO

u+ uO
=

a

d+ 5
⇐⇒ (d+ 5)(u− uO) = a(u+ uO)⇐⇒ uO =

(d+ 5− a)u

a+ d+ 5
(29)

Συγκρίνετε την τιµή αυτή - που αποτελεί την ταχύτητα του αυτοκινήτου του ϕίλου σας - µε τη µέγιστη ταχύτητα που µπο-
ϱεί να πιάσει ένα αγωνιστικό (130 m/s) και αν είναι µικρότερη τότε ο ϕίλος σας µάλλον έχει καλό αυτί, αλλιώς σίγουρα
πρέπει να κοιταχτεί σε έναν ΩΡΛ.

Θέµα 4ο: 30 µονάδες

Θέλετε να συνδυάσετε τις γνώσεις σας από ελατήρια και πυκνωτές και κατασκευάζετε το κύκλωµα του Σχήµατος 2.
Το κύκλωµα αποτελείται από δυο όµοιες παράλληλες µεταλλικές πλάκες (που σχηµατίζουν προφανώς έναν πυκνωτή

Σχήµα 2: Κύκλωµα Θέµατος 4.

παράλληλων πλακών) συνδεδεµένες µε όµοια µεταλλικά ελατήρια, τα οποία καταλήγουν σε µια πηγή ∆V = 100 V,
ελεγχόµενη από διακόπτη S. ΄Οταν ο διακόπτης είναι ανοιχτός, οι πλάκες προφανώς είναι αφόρτιστες και απέχουν
απόσταση ` = 0.08 m, ενώ έχουν χωρητικότητα C = 2.0 µF. ΄Οταν ο διακόπτης κλείσει, η απόσταση µεταξύ των πλακών
µειώνεται κατά παράγοντα 0.5.

(αʹ) Πόση είναι η νέα χωρητικότητα C ′ µετά το κλείσιµο του διακόπτη ;

(ϐʹ) Πόσο ϕορτίο Q καταλήγει να έχει κάθε πλάκα ;

(γʹ) Αν υποθέσετε ότι κάθε πλάκα συνεισφέρει κατά το ήµισυ στο συνολικό ηλεκτρικό πεδίο E ανάµεσα στις πλάκες, ποιά
είναι η σταθερά k καθενός ελατηρίου ;

§Μια Bugatti Chiron Super Sport.
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Λύση:

(αʹ) Αρχικά, η χωρητικότητα του πυκνωτή δίνεται από τη σχέση

C =
ε0A

`
(30)

Με το κλείσιµο του διακόπτη η απόσταση γίνεται ˆ̀= `/2, οπότε

Ĉ =
ε0A

ˆ̀
= 2C (31)

(ϐʹ) Κάθε πλάκα έχει ϕορτίο
Q = Ĉ∆V = 2C∆V = 400 µC (32)

(γʹ) Αν κάθε πλάκα συνεισφέρει κατά το ήµισυ στο συνολικό ηλεκτρικό πεδίο E ανάµεσα στις πλάκες, τότε

E

2
=

Q

2ε0A
(33)

Η ηλεκτρική δύναµη που ασκείται από κάθε πλάκα στα ϕορτία της απέναντί της είναι

F = Q
E

2
=

Q2

2ε0A
=

(2C∆V )2

2ε0A
(34)

=
2C2(∆V )2

ε0Ad/d
=

2C2(∆V )2

Cd
(35)

=
2C(∆V )2

d
(36)

και αυτή η δύναµη εξισορροπείται από τη δύναµη του ελατηρίου που είναι F = kx σε κάθε πλάκα. Τα δυο ελατήρια
µετακινούνται εξ ίσου, οπότε το καθένα εκτείνεται κατά x = d/4. ΄Αρα

2C(∆V )2

d
= k

d

4
⇐⇒ k =

8C(∆V )2

d2
= 250 N/m (37)

Θέµα 5ο: 20 µονάδες

Το κύκλωµα ενός τµήµατος του ϱαδιοτηλεσκοπίου του Arecibo στην Αµερική ϕαίνεται στο Σχήµα 3 (του οποίου κάποια
από τα ηλεκτρικά στοιχεία έχουν τιµές που εξαρτώνται από το ΑΜ σας) έχει συνδεθεί για πολλή ώρα, τόση ώστε ο πυκνωτής
να έχει ϕορτιστεί.

Σχήµα 3: Ηλεκτρικό κύκλωµα Θέµατος 5.

Βρείτε
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(αʹ) τα ϱεύµατα στο κύκλωµα

(ϐʹ) το ϕορτίο Q στον πυκνωτή

Λύση:

(αʹ) Στον κόµβο c, ισχύει ο 1ος κανόνας του Kirchhoff:

I1 + I2 = I3 ⇐⇒ I1 + I2 − I3 = 0 (38)

Στο ϐρόχο bcfgb, εφαρµόζουµε το 2ο κανόνα του Kirchhoff:

2I2− (C + 3)I3 − a = 0 (39)

Στο ϐρόχο cdefc, εφαρµόζουµε το 2ο κανόνα του Kirchhoff:

−I3 − (b+ 2)− 2I2 = 0 (40)

Λύνετε το σύστηµα και έχετε τα ϱεύµατα.

(ϐʹ) Στο ϐρόχο abgha δεν υπάρχει ϱεύµα γιατί ο πυκνωτής έχει ϕορτιστεί. Εφαρµόζουµε το 2ο κανόνα του Kirchhoff:

a+
Q

C
− 10 = 0⇐⇒ Q = (10− a)C = 6(10− a)10−6 C (41)

Σύνολο µονάδων: 140
΄Αριστα: 100

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !


