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Τελική Εξέταση - Λύσεις

Αιτιολογήστε πλήρως τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης.

1. Θέµα 1ο: Κλασική Μηχανική - 30 µονάδες

Βρήκατε δουλειά σε ένα circus water park για να ϐγάλετε τα έξοδα των διακοπών σας για το καλοκαίρι που
έρχεται. Σε ένα επικίνδυνο ακροβατικό, ένας ακροβάτης πρέπει να ολισθήσει πάνω σε µια ϱάµπα χωρίς τριβές,
σε ύψος 2 µέτρων από το έδαφος, ώστε να περάσει µε ταχύτητα πάνω από µια πισίνα µήκους 5 µέτρων, γεµάτη
από πεινασµένους καρχαρίες, και να προσγειωθεί µε ασφάλεια στην άκρη της πισίνας, όπως στο Σχήµα 1. Οι

Σχήµα 1: Σχήµα Θέµατος 1.

υπεύθυνοι του πάρκου σας ϱωτούν µε πόση ελάχιστη αρχική ταχύτητα v0 πρέπει να ξεκινήσει ο ακροβάτης στη
ϐάση της ϱάµπας, πριν κάνει το άλµα, ώστε να µην πέσει στην πισίνα µε τους καρχαρίες. Τι απάντηση ϑα τους
δώσετε ;

Λύση:
Είναι ϐολικό να τοποθετήσουµε το σύστηµα συντεταγµένων µας στην ϐάση της ϱάµπας. Ας ϐρούµε αρχικά τη

µικρότερη ταχύτητα u1 που πρέπει να έχει ο ακροβάτης στην κορυφή της ϱάµπας ώστε να περάσει πάνω από τους
καρχαρίες. Από την κατακόρυφη κίνηση του άλµατος, εχουµε

y2 = y1 + uy1t+
1

2
ayt

2 (1)

0 = 2 + 0 +
1

2
9.8t2 (2)
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t = 0.639 s (3)

Από την οριζόντια κίνηση κατά το άλµα, έχουµε

x2 = x1 + ux1t+
1

2
axt

2 (4)

x1 + 5 = x1 + u1t+ 0 (5)
u1 = 7.825 m/s (6)

Αφού ϐρήκαµε την u1 που απαιτείται για να περάσει ο ακροβάτης τους καρχαρίες, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
την αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας για να ϐρούµε την ελάχιστη ταχύτητα u0. ΄Εχουµε

K1 + Ug1 = K0 + Ug0 (7)
1

2
mu21 +mgy1 =

1

2
mu20 +mgy0 (8)

u0 =
√
u21 + 2g(y1 − y0) (9)

u0 = 10 m/s (10)

2. Θέµα 2ο: Κυµατική - 20 µονάδες

∆ύο µικρά ηχεία εκπέµπουν ηχητικά κύµατα διαφορετικών συχνοτήτων, κατά τον ίδιο τρόπο προς κάθε κατεύθυνση,
όπως στο Σχήµα 2αʹ. Το ηχείο A έχει µέση ισχύ 1.00 × 10−3 W και το ηχείο B έχει µέση ισχύ 1.50 × 10−3 W.
Χρησιµοποιώντας ένταση αναφοράς I0 = 10−12 W/m2, υπολογίστε την ηχοστάθµη στο σηµείο C, σε dB,

(αʹ) (5 µ.) αν µόνο το ηχείο A εκπέµπει ήχο

(ϐʹ) (5 µ.) αν µόνο το ηχείο B εκπέµπει ήχο

(γʹ) (10 µ.) αν και τα δύο ηχεία εκπέµπουν ήχο

Λύση:
Καθώς τα ηχεία µεταδίδουν τον ήχο οµοίως προς κάθε κατεύθυνση η ένταση του ήχου είναι αντιστρόφως ανάλογη
του τετραγώνου της απόστασης από την πηγή του ήχου.

(α) Είναι r2AC = 32 + 22 = 13 m. ΄Αρα

I =
P

4πr2
=

1× 10−3

4π13
= 6.12× 10−6 W/m2

Οπότε

β = 10 log10

(
6.12× 10−6

10−12

)
= 10 log10

(
6.12× 106

)
= 67.86 dB

(ϐ) Είναι r2BC = 12 + 32 = 10 m. ΄Αρα

I =
P

4πr2
=

1.5× 10−3

4π10
= 11.93× 10−6 W/m2

Οπότε

β = 10 log10

(
11.93× 10−6

10−12

)
= 10 log10

(
11.93× 106

)
= 70.76 dB

(γ) Είναι I = 6.12× 10−6 + 11.93× 10−6 = 18.05× 10−6 W/m2. ΄Αρα

β = 10 log10

(
18.05× 10−6

10−12

)
= 10 log10

(
18.05× 106

)
= 72.56 dB
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(αʹ) Θέµα 2ο: Ηχητικά κύµατα.
(ϐʹ) Θέµα 3ο: Κατανοµή ϕορτίου.

Σχήµα 2: Σχήµατα Θεµάτων 2 και 3.

3. Θέµα 3ο: Ηλεκτρικό Πεδίο - 35 µονάδες

Στο Σχήµα 2βʹ ϐλέπετε µια λεπτή, οµοιόµορφα ϕορτισµένη ϱάβδο µήκους L και πυκνότητας ϕορτίου λ, µε συνολικό
ϕορτίο +Q.

(αʹ) (15 µ.) ∆είξτε ότι το ηλεκτρικό δυναµικό σε απόσταση x από το κέντρο της ϱάβδου δίνεται ως

V = keλ ln

[√
(L2 )2 + x2 + L

2√
(L2 )2 + x2 − L

2

]
(11)

(ϐʹ) (20 µ.) ∆είξτε ότι το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου σε απόσταση x από το κέντρο της ϱάβδου δίνεται ως

E = ke
Q

x
√
x2 + (L/2)2

(12)

Λύση:

(αʹ) ΄Εστω ένα τυχαίο µικρό τµήµα ϱάβδου µήκους dy και ϕορτίου dq, σε απόσταση y από τη συµβολή των αξόνων,
όπως στο Σχήµα 3. Το τµήµα αυτό συνεισφέρει δυναµικό dV στο Ϲητούµενο σηµείο ίσο µε

dV = ke
dq

s
= ke

dq√
x2 + y2

(13)

Από την οµοιόµορφη κατανοµή ϕορτίου ισχύει ότι

λ =
Q

L
=
dq

dy
=⇒ dq = λdy (14)

οπότε
dV = ke

dq√
x2 + y2

= keλ
dy√
x2 + y2

(15)

Το συνολικό δυναµικό στο σηµείο αυτό ϑα είναι

V =

∫
dV = keλ

∫
dy√
x2 + y2

= keλ

∫ L/2

−L/2

dy√
x2 + y2

(16)
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και από τυπολόγιο

V = keλ
[
ln
(√(L

2

)2
+ x2 +

L

2

)
− ln

(√(L
2

)2
+ x2 − L

2

)]
= keλ ln

[√
(L2 )2 + x2 + L

2√
(L2 )2 + x2 − L

2

]
(17)

(ϐʹ) ΄Εστω ένα µικρό τµήµα ϱάβδου µήκους dy και ϕορτίου dq, στο επάνω και στο κάτω µέρος της ϱάβδου, στην ίδια
ϑέση σε σχέση µε τον οριζόντιο άξονα, όπως στο Σχήµα 3. Από την οµοιόµορφη κατανοµή ϕορτίου ισχύει ότι

Σχήµα 3: Λύση ϑέµατος 3.

λ =
Q

L
=
dq

dy
=⇒ dq = λdy (18)

Λόγω συµµετρίας της κατανοµής, τα ηλεκτρικά πεδία των δυο τµηµάτων αλληλοακυρώνονται ως προς την y
συνιστώσα τους, και η µόνη συνεισφορά τους ϐρίσκεται στον x−άξονα. Το τµήµα ϱάβδου dq συνεισφέρει στο
ηλεκτρικό πεδίο ως

dEx = ke
dq

s2
cos(θ) = ke

dq

x2 + y2
cos(θ) = ke

λdy

x2 + y2
x√

x2 + y2
= ke

λxdy

(x2 + y2)3/2
(19)

αφού
cos(θ) =

x

s
=

x√
x2 + y2

(20)

Το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο στο δεδοµένο σηµείο ϑα έχει µόνο x−συνιστώσα, για τους ίδιους λόγους µε πριν,
και ϑα δίνεται ως

Ex =

∫
dEx =

∫
ke

λxdy

(x2 + y2)3/2
= keλ

∫ L/2

−L/2

xdy

(x2 + y2)3/2
(21)

και από το τυπολόγιο

Ex = keλ

∫ L/2

−L/2

xdy

(x2 + y2)3/2
= keλ

y

x
√
x2 + y2

∣∣∣L/2
−L/2

= keλ
L

x
√
x2 + (L/2)2

(22)

΄Οµως λ = Q
L =⇒ Q = λL, οπότε

E = Ex = ke
Q

x
√
x2 + (L/2)2

(23)
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Σηµείωση: Το ηλεκτρικό πεδίο µπορεί να υπολογιστεί και από το ερώτηµα (α) από τη σχέση

E = −dV
dx

(24)

ακριβώς επειδή το ηλεκτρικό πεδίο έχει µόνο x−συνιστώσα.

4. Θέµα 4ο: Ηλεκτρικά Κυκλώµατα - 25 µονάδες

΄Εστω το κύκλωµα του Σχήµατος 4.

Σχήµα 4: Σχήµα Θέµατος 4.

Το κύκλωµα ϐρίσκεται σε λειτουργία για πολλή ώρα και τα ϱεύµατα είναι σταθερά.

(αʹ) (15 µ.) Βρείτε τα ϱεύµατα I1, I2, I3.

(ϐʹ) (10 µ.) ∆είξτε ότι το ϕορτίο του πυκνωτή είναι Q = 0.5 µC.

Λύση:

(αʹ) Αφού το κύκλωµα λειτουργεί για πολλή ώρα, ο πυκνωτής έχει ϕορτιστεί και άρα το ϱεύµα που διαρρέει τον
κλάδο του είναι µηδέν. Οπότε I2 = 0 και άρα I1 = I3. Στο υπόλοιπο κύκλωµα, εφαρµόζοντας το 2ο κανόνα του
Kirchhoff, έχουµε

−I1 × 5− I1 × 7 + 15 = 0⇐⇒ 12I1 = 15⇐⇒ I1 = I3 =
15

12
= 1.25 A (25)

Οπότε τελικά

• I1 = 1.25 A
• I2 = 0.0 A
• I3 = 1.25 A

(ϐʹ) Ξεκινώντας από το σηµείο b και επιστρέφοντας σε αυτό από το επάνω τµήµα του κυκλώµατος, έχουµε

−5× I3 + 6 + 3I2 + ∆Vba = 0⇐⇒ ∆Vba = 0.25 V (26)

οπότε
Q = CVba = 2× 10−6 × 0.25 = 0.5× 10−6 C = 0.5 µC (27)
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5. Θέµα 5ο: Ταλαντώσεις - 20 µονάδες

Αν η ϕάση µετατόπισης για ένα σύστηµα ελατηρίου-σώµατος που εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση είναι φ = π/4
rad και η ϑέση του σώµατος δίνεται ως

x(t) = A cos(ωt+ φ) (28)

τότε δείξτε ότι ο λόγος της κινητικής προς την ελαστική δυναµική ενέργεια του συστήµατος όταν t = 0 ισούται µε 1.

Λύση:
Εχουµε ότι

K =
1

2
mu(t)2

∣∣∣
t=0

=
1

2
mω2A2 sin2(ωt+ φ)

∣∣∣
t=0

=
1

2
mω2A2 sin2(π/4) (29)

και
U =

1

2
kx(t)2 =

1

2
kA2 cos2(ωt+ φ)

∣∣∣
t=0

=
1

2
kA2 cos2(π/4) (30)

Οπότε
K

U
=
mω2 sin2(π/4)

k cos2(π/4)
=
m

k
ω2 tan2(π/4) (31)

κι επειδή

ω2 =
k

m
(32)

είναι
K

U
= tan2(π/4) = 1 (33)

Συνολικές µονάδες : 130
΄Αριστα : 100


