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Τελική Εξέταση

Αιτιολογήστε πλήρως τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης.

1. Θέµα 1ο: Κλασική Μηχανική - 30 µονάδες

΄Ενα κεκλιµένο επίπεδο γωνίας θ = 45o και συντελεστή τριβής ολισθήσεως µk = 0.6 έχει ένα ελατήριο σταθεράς
k = 500 N/m στερεωµένο στο κάτω µέρος του, όπως στο Σχήµα 1. ΄Ενα κουτί µάζας m = 2.5 kg τοποθετείται

Σχήµα 1: Θέµα 1ο: Σώµα σε κεκλιµένο.

στην κορυφή του κεκλιµένου επιπέδου σε απόσταση d = 0.3 m από το ελατήριο. Από τη ϑέση του αυτή, το κουτί
επιταχύνεται προς το ελατήριο µε αρχική ταχύτητα u0 = 0.75 m/s και συµπιέζει το ελατήριο κατά x m από τη ϑέση
ισορροπίας του, οπότε και το σώµα ηρεµεί στιγµιαία. Θεωρώντας το σώµα µάζας m ως σηµειακό σωµατίδιο :

(αʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το έργο της δύναµης του ϐάρους από την κορυφή του κεκλιµένου ως τη ϑέση που το σώµα
ηρεµεί στιγµιαία.

(ϐʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το έργο της δύναµης του ελατηρίου από την κορυφή του κεκλιµένου ως τη ϑέση που το σώµα
ηρεµεί στιγµιαία.

(γʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το έργο της δύναµης τριβής ολισθήσεως από την κορυφή του κεκλιµένου ως τη ϑέση που το
σώµα ηρεµεί στιγµιαία.

(δʹ) (15 µ.) ∆είξτε ότι το ελατήριο συµπιέζεται κατά x ' 0.12 m.

Λύση:
Θεωρούµε ως σύστηµα το σώµα, οπότε κάθε δύναµη που ασκείται πάνω του είναι εξωτερική στο σύστηµα. Οι
δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα στην κορυφή του κεκλιµένου ϕαίνονται στο σχήµα.
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(αʹ) Το έργο της δύναµης του ϐάρους από την κορυφή του κεκλιµένου ως τη ϑέση που το σώµα ηρεµεί στιγµιαία
δίνεται µόνο από τη x−συνιστώσα του ϐάρους, αφού µόνο αυτή παράγει έργο στο σύστηµα.

Wg = Wgx = Fgx∆r = mg sin(θ)∆r = mg(d+ x) sin(θ) = mgd sin(θ) +mgx sin(θ) = 5.1973 + 17.324x (1)

(ϐʹ) Το έργο της δύναµης του ελατηρίου από την κορυφή του κεκλιµένου ως τη ϑέση που το σώµα ηρεµεί στιγµιαία
δίνεται ως

Ws =

∫ xf

xi

Fsdx =

∫ xf

xi

(−kx)dx =

∫ xf

0
(−kx)dx = −1

2
kx2f = −1

2
kx2 = −250x2 (2)

αφού xf = x και αφού η δύναµη του ελατηρίου δεν ασκείται όταν το σώµα ϐρίσκεται στην κορυφή του κεκλι-
µένου.

(γʹ) Το έργο της δύναµης τριβής ολισθήσεως από την κορυφή του κεκλιµένου ως τη ϑέση που το σώµα ηρεµεί
στιγµιαία δίνεται ως

Wfk = fk∆r cos(π) = −fk(d+ x) (3)

΄Οµως το σώµα ισορροπεί στον κατακόρυφο άξονα, άρα

fk = µkn = µkmg cos(θ) (4)

οπότε
Wfk = −µkmg cos(θ)(d+ x) = −µkmgd cos(θ)− µkmgx cos(θ) = −3.118− 10.394x (5)

(δʹ) Από Θεώρηµα Μεταβολής Κινητικής Ενέργειας - ΄Εργου στο σύστηµα, και λαµβάνοντας υπόψη τα προηγούµενα
αποτελέσµατα, έχουµε

∆K = Wg +Wfk +Ws (6)
Kf −Ki = Wg +Wfk +Ws (7)

0− 1

2
mu20 = 5.1973 + 17.324x− 250x2 − 3.118− 10.394x (8)

−0.703125 = 5.1973 + 17.324x− 250x2 − 3.118− 10.394x (9)

250x2 − 6.93x− 2.7824 = 0 (10)

΄Εχουµε
∆ = β2 − 4αγ = 6.932 + 4 · 250 · 2.7824 = 2830.42 (11)

και έτσι

x1,2 =
−β ±

√
∆

2α
=

6.93± 53.20

500
(12)

Κρατώντας τη ϑετική ϱίζα
x = 0.12026 ≈ 0.12 m (13)

2. Θέµα 2ο: Ηχητικά Κύµατα - 22.5 µονάδες

Στο Σχήµα 2, ένα Γαλλικό κι ένα Αµερικανικό υποβρύχιο (µη επανδρωµένα και τα δυο) κινούνται το ένα προς
το άλλο κατά τη διάρκεια εµπλοκής σε ακίνητα νερά στο Βόρειο Ατλαντικό. Το Γαλλικό υποβρύχιο κινείται µε
ταχύτητα uF = 50.0 km/h και το αµερικανικό µε ταχύτητα uUS = 70.0 km/h. Το Γαλλικό υποβρύχιο στέλνει ένα
σήµα σόναρ (sonar) (ηχητικό κύµα στο νερό) συχνότητας f = 103 Hz. Τα κύµατα σόναρ διαδίδονται µε ταχύτητα
usonar = 5470 km/h.

(αʹ) (5 µ.) Πόση είναι η συχνότητα που ανιχνέυεται από το Αµερικανικό υποβρύχιο ;

(ϐʹ) (7.5 µ.) Πόση είναι η συχνότητα που ανιχνέυεται από το Γαλλικό υποβρύχιο στο σήµα που επιστρέφει αφού
ανακλασθεί από το Αµερικανικό υποβρύχιο ;
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Σχήµα 2: Θέµα 2ο: υποβρύχια σε αντιπαράθεση.
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Σχήµα 3: Θέµα 2ο: υποβρύχιο στον πυθµένα.

(γʹ) (10 µ.) Το ένα από τα δυο υποβρύχια ϱίχνει µια τορπίλη και ϐυθίζει το άλλο υποβρύχιο. Το υποβρύχιο που
χτυπήθηκε ϐυθίζεται στον πυθµένα της ϑάλασσας όπου και εκρήγνυται (Σχήµα 3). Η έκρηξη µεταδίδει έναν
παλµό προς την επιφάνεια του νερού κι έναν προς τον πυθµένα. Ο παλµός που ταξίδεψε προς την επιφάνεια,
ανακλάστηκε και επέστρεψε πίσω στον πυθµένα. Αυτή η διαδροµή του παλµού συνέβη αρκετές ϕορές. Κάθε
ϕορά που χτυπούσε στον πυθµένα, ένας σεισµογράφος κατέγραφε τη δόνηση του εδάφους λόγω του παλµού.
Οι διαδοχικές καταγραφές των παλµών στο σεισµογράφο απείχαν χρονικά ∆t = 0.11 s. Σε πόσο ϐάθος D
ϐυθίστηκε το υποβρύχιο ; Θεωρήστε ότι οι παλµοί αυτοί διαδίδονται στο ϑαλασσινό νερό µε ταχύτητα up = 1500
m/s.

Λύση:

(αʹ) ΄Εχουµε κινούµενη πηγή προς κινούµενο παρατηρητή (και οι δυο πλησιάζουν µεταξύ τους). Η συχνότητα που
ανιχνεύει το αµερικανικό υποβρύχιο είναι

fus =
u+ uo
u− us

f =
5470 + 70

5470− 50
1000 =

5540

5420
1000 = 1022 Hz (14)

Μπορούµε να αφήσουµε τις ταχύτητας ως km/h χωρίς να κάνουµε µετατροπές, αφού ο λόγος ταχυτήτων είναι
καθαρός αριθµός, αρκεί τόσο ο αριθµητής όσο και ο παρονοµαστής να εκφράζονται σε km/h.

(ϐʹ) Η συχνότητα που ανιχνεύει το γαλλικό υποβρύχιο είναι

ffr =
u+ uo
u− us

fus =
5470 + 50

5470− 70
1022 = 1044 Hz (15)
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(γʹ) Η διαδροµή του παλµού από τη στιγµή που ξεκινά για την επιφάνεια ως ότου χτυπήσει στον πυθµένα και
καταγραφεί από το σεισµογράφο είναι 2D. Τη διαδροµή αυτή τη διανύει σε ∆t = 0.11 s. Αφού η ταχύτητα
διάδοσης είναι u = 1500 m/s, τότε

u =
∆x

∆t
=

2D

∆t
=⇒ 2D = u∆t = 1500 · 0.11 =⇒ D = 82.5 m (16)

΄Αρα το υποβρύχιο ϐυθίστηκε στα 82.5 m.

3. Θέµα 3ο: Ηλεκτρισµός - 20 µονάδες

Τρια όµοια σηµειακά ϕορτία ϕορτίου +q και µάζας m το καθένα, κρέµονται από τρια νήµατα ισορροπώντας όπως
στο Σχήµα 4.

Σχήµα 4: Θέµα 3ο: ηλεκτρικά ϕορτία.

Αν τα µήκη των νηµάτων αριστερά και δεξιά είναι L, τότε δείξτε ότι το ϕορτίο q ισούται µε

q =

√
4L2mg sin2(θ) tan(θ)

5ke

Λύση:
Οι δυνάµεις που ασκούνται στο τελευταίο ϕορτίο ϕαίνονται στο Σχήµα 5. Θετικές ϕορές ϑεωρούνται οι συµβατικές
(πάνω και δεξιά). Η τάση του νήµατος ~T αναλύεται σε δυο συνιστώσες, ~Tx και ~Ty. Λόγω του ότι τα ϕορτία ισορροπούν,
από τον 1ο νόµο του Newton έχουµε ότι

Σ~Fy = ~0⇐⇒ ~Ty +m~g = ~0⇒ Ty −mg = 0⇐⇒ T cos(θ) = mg ⇐⇒ T =
mg

cos(θ)
(17)

και
Σ~Fx = ~0⇐⇒ ~Tx + ~Fe = ~0⇒ −Tx + Fe = 0⇐⇒ Fe = T sin(θ) =

mg

cos(θ)
sin(θ) = mg tan(θ) (18)

΄Οµως στο τελευταίο ϕορτίο ασκούνται δυο απωστικές ηλεκτρικές δυνάµεις από τα άλλα δυο ϕορτία, οπότε

Fe = ke
q2

r21
+ ke

q2

r22
=

keq
2

(L sin(θ))2
+

keq
2

(2L sin(θ))2
=

5keq
2

4L2 sin2(θ)
(19)

αφού οι αποστάσεις r1, r2 δίνονται από τα ορθογώνια τρίγωνα που σχηµατίζουν τα νήµατα µε τον οριζόντιο άξονα
ως

sin(θ) =
r1
L
⇒ r1 = L sin(θ) (20)
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Σχήµα 5: Λύση ϑέµατος 3.

Οπότε
5keq

2

4L2 sin2(θ)
= mg tan(θ)⇐⇒ q =

√
4L2mg sin2(θ) tan(θ)

5ke
(21)

4. Θέµα 4ο: Ηλεκτρικά Κυκλώµατα - 20 µονάδες

΄Ενα αµπερόµετρο (ammeter) µετρά την ένταση του ηλεκτρικού ϱεύµατος που το διαπερνά, ενώ ένα ϐολτόµετρο
(voltmeter) µετρά την τάση (διαφορά δυναµικού) που υπάρχει στα άκρα του. Για το ηλεκτρικό κύκλωµα του
Σχήµατος 6, δείξτε ότι οι ενδείξεις του αµπερόµετρου και του ϐολτόµετρου είναι

Iαµπερόµετρου = 3.93A Vϐολτόµετρου = 4.3 V (22)

Υποθέστε ότι οι συσκευές αυτές είναι ιδανικές (το ϐολτόµετρο έχει άπειρη αντίσταση, άρα είναι σαν να µην υπάρχει
στο κύκλωµα, ενώ το αµπερόµετρο µηδενική αντίσταση, άρα αφήνει το ϱεύµα του κλάδου του να το διαπεράσει).

Σχήµα 6: Θέµα 4ο: ηλεκτρικό κύκλωµα.

Λύση:
Εφαρµόζουµε το 2ο κανόνα του Kirchhoff στο ϐρόχο cdefc:

−5I1 + 12− 8− 7I2 = 0⇐⇒ 5I1 + 7I2 = 4 (23)
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΄Οµοια για το ϐρόχο cdeac:
−5I1 + 12 + 2I3 + 20 = 0⇐⇒ 5I1 − 2I3 = 32 (24)

Στον κόµβο e ισχύει ο 1ος κανόνας του Kirchhoff, δηλ.

I1 + I3 = I2 (25)

Αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στη σχέση (23) έχουµε

5I1 + 7I1 + 7I3 = 4 =⇒ I3 =
4− 12I1

7
(26)

και αντικαθιστώντας στη σχέση (24), παίρνουµε

5I1 − 2
4− 12I1

7
= 32 =⇒ I1 = 3.93 A (27)

που είναι και η ένδειξη του αµπερόµετρου. Κατά συνέπεια, I2 = −2.2 A. Για να ϐρούµε την ένδειξη του ϐολτόµετρου,
δηλ. το Vab, γράφουµε το 2ο κανόνα του Kirchhoff στο ϐρόχο abca:

Vab − 7I2 − 20 = 0 =⇒ Vab = 4.3 V (28)

5. Θέµα 5ο: Ηλεκτρικό Πεδίο - 20 µονάδες

Στο Σχήµα 7 ϐλέπετε µια λεπτή, οµοιόµορφα ϕορτισµένη ϱάβδο µήκους L µε συνολικό ϕορτίο Q.

Σχήµα 7: Θέµα 5ο: Κατανοµή ϕορτίου.

(αʹ) (15 µ.) ∆είξτε ότι το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου σε απόσταση r από το κέντρο της ϱάβδου δίνεται ως

E =
1

4πε0

|Q|
r
√
r2 + (L/2)2

(29)

(ϐʹ) (5 µ.) Πώς συµπεριφέρεται η ϱάβδος σε σχέση µε το ηλεκτρικό πεδίο της στο ίδιο σηµείο όταν r � L;

∆ίνεται ότι
∫

adx

(x2 + a2)3/2
=

x

a
√
x2 + a2
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Λύση:

(αʹ) ΄Εστω ένα µικρό τµήµα ϱάβδου µήκους dy και ϕορτίου dq, στο επάνω και στο κάτω µέρος της ϱάβδου, στην ίδια
ϑέση σε σχέση µε τον οριζόντιο άξονα, όπως στο Σχήµα 8.

Σχήµα 8: Λύση ϑέµατος 5.

Από την οµοιόµορφη κατανοµή ϕορτίου ισχύει ότι

λ =
Q

L
=
dq

dy
=⇒ dq = λdy (30)

Λόγω συµµετρίας της κατανοµής, τα ηλεκτρικά πεδία των δυο τµηµάτων αλληλοακυρώνονται ως προς την y
συνιστώσα τους, και η µόνη συνεισφορά τους ϐρίσκεται στον x−άξονα. Το τµήµα ϱάβδου dq συνεισφέρει στο
ηλεκτρικό πεδίο ως

dEx = ke
dq

s2
cos(θ) = ke

dq

r2 + y2
cos(θ) =

1

4πε0

λdy

r2 + y2
r√

r2 + y2
=

1

4πε0

λrdy

(r2 + y2)3/2
(31)

αφού
cos(θ) =

r

s
=

r√
r2 + y2

(32)

Το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο στο δεδοµένο σηµείο ϑα έχει µόνο x−συνιστώσα, για τους ίδιους λόγους µε πριν,
και ϑα δίνεται ως

Ex =

∫
dEx =

∫
1

4πε0

λrdy

(r2 + y2)3/2
=

λ

4πε0

∫ L/2

−L/2

rdy

(r2 + y2)3/2
(33)

και από το δοσµένο τύπο

Ex =
λ

4πε0

∫ L/2

−L/2

rdy

(r2 + y2)3/2
=

λ

4πε0

y

r
√
r2 + y2

∣∣∣L/2
−L/2

=
λ

4πε0

L

r
√
r2 + (L/2)2

(34)

΄Οµως λ = Q
L =⇒ Q = λL, οπότε

E =
1

4πε0

|Q|
r
√
r2 + (L/2)2

(35)
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(ϐʹ) ΄Οταν r � L, τότε ο όρος r2 + (L/2)2 ≈ r2, οπότε

Ex =
1

4πε0

Q

r
√
r2

=
1

4πε0

Q

r2
= ke

Q

r2
(36)

που είναι η σχέση ηλεκτρικού πεδίου για σηµειακό ϕορτίο. ΄Αρα όταν αποµακρυνθούµε πολύ από τη ϱάβδο, το
ηλεκτρικό πεδίο προσεγγίζει αυτό το σηµειακού ϕορτίου, δηλ. οι διαστάσεις της ϱάβδου δεν έχουν πια σηµασία.

Συνολικές µονάδες : 112.5
΄Αριστα : 100


