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Λύσεις Τρίτης Σειράς Ασκήσεων
Ασκηση 1.

∆είτε το Σχήµα 1, όπου ϕαίνεται ένα στιγµιότυπο της διαδροµής του παιδιού, και οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω του.
Θεωρούµε ϑετική ϕορά της κίνησης προς την κορυφή του κεκλιµένου, παράλληλα στο οποίο τοποθετούµε νοητό άξονα
x′x. ΄Ετσι η επιτάχυνση ϑα είναι

a⃗x = (−0.86 m/s2)⃗i (1)

Οι συνιστώσες του ϐάρους, όπως έχουν αναλυθεί στο σχήµα, ϑα είναι (κατά µέτρο)

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

Fgx = Fg sin(θ) = 140 sin(25◦) (2)
Fgy = Fg cos(θ) = 140 cos(25◦) (3)

(αʹ) Στον άξονα x′x, το παιδί επιταχύνεται, άρα ισχύει ο 2ος νόµος του Newton:∑
F⃗x = ma⃗x ⇐⇒ F⃗gx + f⃗k = ma⃗x =⇒ −mg sin(25◦) + µkn = max (4)

Στον άξονα y′y, το παιδί ισορροπεί, άρα ισχύει ο 1ος νόµος του Newton, δηλ.∑
F⃗y = 0⃗ ⇐⇒ F⃗gy + n⃗ = 0⃗ =⇒ −mg cos(25◦) + n = 0 ⇐⇒ n = mg cos(25◦) (5)

Από τις δυο σχέσεις έχουµε

−mg sin(25◦) + µkmg cos(25◦) = max ⇐⇒ −g sin(25◦) + µkg cos(25
◦) = ax ⇐⇒ µk =

ax + g sin(25◦)

g cos(25◦)
(6)

Αντικαθιστώντας παίρνουµε
µk = 0.3695 ≈ 0.37 (7)

(ϐʹ) Καταλαβαίνουµε ότι αν η x−συνιστώσα του ϐάρους δεν ήταν αρκετά µεγάλη, δε ϑα υπερνικούσε τη δύναµη στατικής
τριβής, και έτσι το παιδί δε ϑα γλιστρούσε πάνω στην τσουλήθρα. Για να ολισθήσει λοιπόν ϑα πρέπει να ισχύει

Fgx > fsmax ⇐⇒ mg sin(25◦) > µsn = µsmg cos(25◦) ⇐⇒ µs < tan(25◦) = 0.4663 ≈ 0.47 (8)
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΄Αρα τα όρια του συντελεστή στατικής τριβής ϑα είναι

0.37 < µs < 0.47 (9)

Ασκηση 2.

∆είτε το Σχήµα 2. Τοποθετούµε τους άξονες ως εξής : ο x′x παράλληλος µε το κεκλιµένο και ο y′y κάθετος σε αυτό,
οπότε ως ϑετικές ϕορές της κίνησης ϑεωρούνται οι συµβατικές (πάνω και προς την κορυφή του κεκλιµένου). Αναλύουµε
τη δύναµη F⃗ όπως ϕαίνεται στο σχήµα.

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 2.

(αʹ) Ισχύει ο 2ος νόµος του Newton στον άξονα x′x, δηλ. ∑
⃗Forcesx = ma⃗x (10)

F⃗x + F⃗gx + f⃗k = ma⃗x (11)
F cos(θ)− fk − Fgx = max (12)

F cos(θ)− µkn−mg sin(θ) = max (13)

Ισχύει ο 1ος νόµος του Newton στον άξονα y′y, δηλ. ∑
⃗Forcesy = 0⃗ (14)

F⃗y + n⃗+ F⃗gy = 0⃗ (15)
−F sin(θ) + n−mg cos(θ) = 0 (16)
n = F sin(θ) +mg cos(θ) (17)

Από τις δυο σχέσεις που καταλήξαµε, έχουµε

ax =
F

m
(cos(θ)− µk sin(θ))− g(sin(θ) + µk cos(θ)) (18)

Αντικαθιστώντας, παίρνουµε ax = −2.064 m/s2, µε το πρόσηµο να δηλώνει ότι η x−συνιστώσα της επιτάχυνσης
έχει ϕορά προς τη ϐάση του κεκλιµένου. Προφανώς δεν υπάρχει επιτάχυνση στον άξονα y′y της κίνησης, άρα

a⃗ = (−2.064 m/s2)⃗i (19)

(ϐʹ) Αν η αρχική ταχύτητα του κουτιού είναι 4.0 m/s, τότε από τις εξισώσεις της επιταχυνόµενης κίνησης, έχουµε στη
διαδροµή A → B, µε A την αρχική και B την τελική ϑέση, ότι

u2B = u2A + 2a∆x (20)
0 = 16− 2 · 2.064∆x (21)

16 = 4.128∆x (22)
∆x = 3.875 m (23)
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(γʹ) ΄Οταν ϕτάσει στο ψηλότερο σηµείο του κεκλιµένου, ϑα είναι στιγµιαία ακίνητο. Πρέπει να ελέγξουµε αν η στατική
τριβή είναι µεγαλύτερη από το άθροισµα των υπολοίπων δυνάµεων που δρουν στο σώµα στον άξονα x′x της κίνησης.
Αν ισχύει αυτό, τότε το σώµα δε ϑα κινηθεί. Ξέρουµε ότι µs ≥ µk, οπότε στη χειρότερη περίπτωση µs = µk = 0.3,
και τότε η µεγαλύτερη τιµή της στατικής τριβής ϑα είναι

fs,max = µsn = µs(F sin(θ) +mg cos(θ)) = 20.767 N (24)

Οι υπόλοιπες δυνάµεις δίνουν

Frest = Fx − Fgx = F cos(θ)−mg sin(θ) = 10.443 N (25)

Ξεκάθαρα ϐλέπουµε ότι οι υπόλοιπες δυνάµεις δεν υπερνικούν τη στατική τριβή, οπότε το σώµα ϑα παραµείνει στην
τελική του ϑέση, σε ηρεµία.

Ασκηση 3.

΄Εστω το σύστηµα {κουτί, επιφάνεια}. Θεωρούµε ως ϑετικές ϕορές της κίνησης τις συµβατικές (πάνω και δεξιά).

Σχήµα 3: Σχήµα ΄Ασκησης 3.

(αʹ) Στη διαδροµή από τη ϑέση ϕυσικού µήκους του ελατηρίου ως τη ϑέση όπου το σώµα σταµατά, η αύξηση της
ϑερµικής ενέργειας ϑα είναι

∆Eth = fk∆x = fkD = µknD = µkmgD = 66.885 J (26)

µε την τελευταία σχέση να ισχύει λόγω ισορροπίας του συστήµατος στον άξονα y′y:∑
F⃗y = 0⃗ ⇐⇒ n⃗+ F⃗g = 0⃗ =⇒ n = Fg = mg (27)

(ϐʹ) Η µέγιστη κινητική ενέργεια που λαµβάνει το κουτί ισούται µε την αύξηση της ϑερµικής ενέργειας του συστήµατος,
καθώς κατά τη στιγµή της απελευθέρωσης του κουτιού από το ελατήριο, το σύστηµα έχει τη µέγιστη κινητική
ενέργεια (όλη η αποθηκευµένη ελαστική δυναµική ενέργεια του ελατηρίου έχει µετατραπεί σε κινητική). ΄Ολη αυτή
η κινητική ενέργεια µετατράπηκε σε ϑερµική κατά την ολίσθηση του κουτιού στην επιφάνεια µε τριβές. ΄Αρα

Kmax = 66.885 J (28)

(γʹ) ΄Εστω Α η ϑέση συµπίεσης του ελατηρίου και Β η ϑέση που το ελατήριο ϐρίσκεται στο ϕυσικό του µήκος. Λόγω
απουσίας τριβών στη διαδροµή αυτή, η κινητική ενέργεια που ϐρήκαµε στο προηγούµενο ερώτηµα και η οποία
αντιστοιχεί στη ϑέση Β, ϑα ισούται µε την ελαστική δυναµική ενέργεια του συστήµατος στη ϑέση Α. ΄Αρα

UA
s = KB = Kmax ⇐⇒ 1

2
kx2 = KB ⇐⇒ x2 =

2KB

k
=⇒ x = −0.457 m (29)

µε το πρόσηµο να δηλώνει κατεύθυνση (συµπίεση).
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Ασκηση 4.

Η εξωτερική σταθερή δύναµη F⃗ παράγει έργο στο σύστηµα {κύβου, επιφάνειας} ίσο µε

WF = F⃗ ·∆x⃗ = F∆x = 15 · 3 = 45 J (30)

Η ενέργεια αυτή, που εισήχθη στο σύστηµα µέσω παραγωγής έργου, µετατράπηκε σε ϑερµική ενέργεια του συστήµατος
κατά την ολίσθηση του κύβου στην επιφάνεια. Αφού µας δίνεται ότι

∆Eth = ∆Ecube
th +∆Efloor

th (31)

τότε
∆Eth = ∆Ecube

th +∆Efloor
th ⇐⇒ 45 = 20 +∆Efloor

th ⇐⇒ ∆Efloor
th = 25 J (32)

Ασκηση 5.

(αʹ) ΄Εστω Α το σηµείο ϱίψης και Β το σηµείο µεγίστου ύψους της ϐολής. Επειδή η µόνη δύναµη που παράγει έργο
στο αποµονωµένο σύστηµα {ϐλήµα, Γη} είναι η δύναµη του ϐάρους, που είναι και συντηρητική, µπορούµε να
εφαρµόσουµε την Α∆ΜΕ στην παραπάνω διαδροµή. Θεωρούµε οτι η ϐαρυτική δυναµική ενέργεια του συστήµατος
είναι µηδέν στο επίπεδο ϱίψης του ϐλήµατος. Θα είναι

KA + UA = KB + UB (33)

1550 + 0 =
1

2
mu2B +mgh (34)

1550 = 0.275u2B + 754.6 (35)

u2B = 2.892.363 =⇒ uB = 53.78 m/s (36)

΄Οµως στο σηµείο µέγιστου ύψους της ϐολής, η y−συνιστώσα της ταχύτητας είναι µηδενική. ΄Αρα η τιµή που
ϐρήκαµε µόλις αντιστοιχεί στη x−συνιστώσα της ταχύτητας, η οποία δεν αλλάζει καθ΄ όλη τη διάρκεια της διαδροµής,
αφού στον άξονα x′x το ϐλήµα εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση µε σταθερή ταχύτητα. ΄Αρα

uix = 53.78 m/s (37)

(ϐʹ) Από την δοθείσα αρχική κινητική ενέργεια στο σηµείο Α (της ϱίψης), ϑα έχουµε

KA =
1

2
mu2A =

1

2
m(u2Ax

+ u2Ay
) = 1550 J (38)

Λύνοντας ως προς uAy , παίρνουµε

3100

0.55
= u2Ax

+ u2Ay
=⇒ u2Ay

= 2744.000 =⇒ uAy = 52.383 m/s (39)

(γʹ) ΄Εστω Α το σηµείο ϱίψης και Γ το σηµείο που αναφέρεται στο ερώτηµα (όπου η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας
ισούται µε −65 m/s). Στον άξονα y′y, το ϐλήµα εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση µε σταθερή επιτάχυνση. Από τις
εξισώσεις της κινητικής έχουµε

u2Γy
= u2Ay

− 2g∆y ⇐⇒ (−65)2 = 2744− 19.6(yΓ − yA) ⇐⇒ 1481 = −19.6(yΓ − 0) (40)

που µας δίνει
yΓ = −75.56 m (41)
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Ασκηση 6 - ∆ύσκολη (bonus 10%).

΄Εστω το σύστηµα {σώµα, επιφάνεια, Γη}, που είναι αποµονωµένο και πολυµελές. Μπορούµε να εφαρµόσουµε την
Α∆Ε στη διαδροµή από την αρχική ϑέση ως την τελική ϑέση (που σταµατά). Η αρχική και τελική κινητική ενέργεια ϑα
είναι µηδέν, προφανώς. Επίσης είναι εµφανές ότι ϑα σταµατήσει στο επίπεδο κεντρικό τµήµα, αλλά το ερώτηµα είναι
πόσες ϕορές ϑα περάσει από αυτό το τµήµα µέχρι να σταµατήσει. Για παράδειγµα, αν σταµατήσει την πρώτη ϕορά
που ϑα περάσει από το κεντρικό τµήµα, τότε η ϐαρυτική δυναµική ενέργεια που έχει αρχικά, µετατρέπεται σε ϑερµική
ενέργεια, η οποία ϑα είναι

∆Eth = fkd (42)

µε d ≤ L την απόσταση από το αριστερό άκρο του κεντρικού τµήµατος, και fk = µkmg, από τον 1ο νόµο του Newton
στον άξονα y′y της κίνησης του σώµατος στο κεντρικό τµήµα. Αν σταµατήσει τη δεύτερη ϕορά που ϑα περάσει, η
ϐαρυτική δυναµική ενέργεια που έχει στην αρχική ϑέση µετατρέπεται σε ϑερµική ενέργεια, η οποία ϑα είναι

∆Eth = fk(L+ d) = µkmg(L+ d) (43)

Αν γενικεύσουµε για n περάσµατα, ϑα δούµε ότι

∆Eth = fk((n− 1)L+ d) = µkmg((n− 1)L+ d) (44)

Από την Α∆Ε µεταξύ της αρχικής και της τελικής ϑέσης, έχουµε

∆K +∆Ug +∆Eth = 0 (45)
Kf −Ki + Ugf − Ugi +∆Eth = 0 (46)

0− 0 + 0−mgh+ µkmg((n− 1)L+ d) = 0 (47)
mgh = µkmg((n− 1)L+ d) (48)

΄Οµως h = L/2, οπότε
L

2
= µk((n− 1)L+ d) ⇐⇒ d

L
= 1 +

1

2µk
− n ⇐⇒ d

L
=

7

2
− n (49)

Προφανώς ο λόγος d
L πρέπει να είναι µικρότερος ή ίσος µε τη µονάδα (σκεφτείτε το σαν το ποσοστό της διαδροµής L

που καλύπτει το σώµα µέχρι να σταµατήσει). ΄Αρα

0 ≤ d

L
≤ 1 ⇐⇒ 0 ≤ 7

2
− n ≤ 1 =⇒ n = 3 (50)

΄Αρα για αυτήν την τιµή του n έχουµε
d

L
=

1

2
⇐⇒ d =

L

2
= 0.2 m (51)

δηλ. το σώµα σταµατά στο 3ο πέρασµα από το κεντρικό τµήµα και σταµατά στα 0.2 m από το αριστερό άκρο του
κεντρικού τµήµατος.


