
Άσκηση 1  
Η εξίσωση ενός αρμονικού κύματος, το οποίο διαδίδεται κατά μήκος ενός 
γραμμικού ελαστικού μέσου, που έχει τη διεύθυνση του άξονα x’x, είναι:  

y = 0.04sin⁡[𝜋(8𝑥 − 200𝑡)] 

όπου το x μετριέται σε m και το t σε s. Να υπολογιστούν: 

a) Η συχνότητα f και το μήκος κύματος λ, του κύματος. 
b) Η ταχύτητα διάδοσης u του κύματος. 
c) Η διαφορά φάσης Δθ μεταξύ δύο σημείων του μέσου, που απέχουν 

μεταξύ τους Δx=0,5m. 
d) Η μέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης umax, των σημείων του ελαστικού 

μέσου. 

 

Λύση: 
Ξέρουμε ότι:  

y = 𝛢sin⁡[𝑘𝑥 − 𝜔𝑡 + 𝜑] 

Άρα⁡συγκρίνοντας⁡την⁡εξίσωση⁡με⁡αυτή⁡που⁡μας⁡δίνεται⁡έχουμε:⁡ 

Α=⁡0.04⁡m⁡,⁡  ω⁡=⁡200π⁡rad/s⁡,  ⁡k⁡=⁡8π⁡m-1 

a) 𝜔 = 2𝜋𝑓⁡
⁡
⇔ f = 100 Hz 

𝑘 =
2𝜋

𝜆 ⁡
⇔𝝀 =

𝟏

𝟒
𝒎⁡ 

b) u = λ f 
⁡
⇔ ⁡𝑢 = 25

𝑚

𝑠
 

c) Για  x=0m στην εξίσωση που μας δίνεται έχουμε :  
y(𝑥 = 0, 𝑡) = 0.04sin⁡[𝜋(200𝑡)] 

Άρα η φάση θ1(t) = π 200t 
Για x=0.5m έχω :  

y(𝑥 = 0.5, 𝑡) = 0.04sin⁡[𝜋(4 − 200𝑡)] 

Άρα θ2(t) = π(200t-4) 

Άρα      Δθ = |θ2(t) – θ1(t)| = 4π rad  

 

d) 𝑢𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −0.04⁡200⁡𝜋⁡cos⁡[𝜋(8𝑥 − 200𝑡)] =- 8π cos⁡[𝜋(8𝑥 − 200𝑡)] 

Αυτή είναι η εξίσωση που δίνει την ταχύτητα ταλάντωσης για κάθε x του μέσου, σε κάθε χρονική 
στιγμή t. Εμείς θέλουμε για ένα σημείο, που φυσικά όπως μπορείτε να διαπιστώσετε είναι η ίδια 
umax. Είναι δηλαδή ίση με το συντελεστή του cos, καθώς η ποσότητα uy γίνεται μέγιστη όταν το 
cos είναι μονάδα.     Άρα umax = 8π m/s 



 

Άσκηση 2  
 

Πηγή κύματος Ο , η οποία βρίσκεται στην αρχή των αξόνων x’x, τη χρονική στιγμή t=0, αρχίζει να 
εκτελεί αρμονική ταλάντωση με εξίσωση:  

y(t)=-0.4 sin(ωt)   (y σε cm, t σε s) 

Πάνω στο θετικό ημιάξονα  Οx βρίσκονται δύο σημεία με xA = 24 cm και xB = 36cm, αντίστοιχα. 
Κατά τη χρονική στιγμή t=0.15s το κύμα φτάνει στο Α και την ίδια στιγμή η φάση της πηγής είναι 
θ(t=0.15s) = 6π rad. 

a) Να υπολογίσετε το πλάτος, την περίοδο και το μήκος κύματος, του κύματος. 
b) Να γράψετε την εξίσωση κύματος. 
c) Ποια σημεία του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ βρίσκονται σε αντίθετη φάση με την πηγή Ο 

των κυμάτων; 

 

Λύση:  

Αμέσως μπορούμε να βρούμε το πλάτος Α που θα είναι ίδιο με το πλάτος που ταλαντώνεται η 
πηγή Ο. Άρα Α=0.4cm 

Το άλλο που ξέρουμε για τη φάση της πηγής είναι η τιμή της στα 0.15s, Άρα : 

θ(t) = ωt 𝜃(𝑡) = 𝜔𝑡⁡
𝑡=0.15𝑠
⇒     6𝜋 = 𝜔⁡0.15

⁡
⇔𝜔 = 40𝜋⁡𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝜔 =
2𝜋

𝛵 ⁡
⇔𝜯 =

𝟏

𝟐𝟎
𝒔 

H ταχύτητα διάδοσης όπως έχουμε πει, είναι σταθερή και εξαρτάται από το μέσο διάδοσης και 
μόνο. Αφού είναι σταθερή θα ισχύει:  

𝑢 =
𝑥

𝑡
 

Και γνωρίζουμε επίσης ότι η απόσταση που διένυσε το κύμα σε χρόνο μιας περιόδου είναι όσο 
το μήκος κύματος :  

𝑢 =
𝜆

𝛵
 

Οπότε αφού μας λέει η εκφώνηση ότι για t=0.15s η διαταραχή έχει φτάσει στο xA=24cm 

𝑢 =
24

0.15
= 160

𝑐𝑚

𝑠
 

𝑢 =
𝜆

𝛵 ⁡
⇔𝜆 = 𝑢⁡𝑇⁡

⁡
⇔𝝀 = 𝟖𝒄𝒎 

b)    y = A sin( kx- ωt + φ) 
⁡
⇔⁡𝑦 = 𝐴𝑠𝑖𝑛[2𝜋 (

𝑡

𝑇
−
𝑥

𝜆
) + 𝜑)] 



𝑦 = 0.4⁡𝑠𝑖𝑛[2𝜋 (
𝑥

8
− 20𝑡) + 𝜑)] , (t σε s, y σε cm) 

 

Μπορούμε τώρα να βρούμε το φ, αν βάλουμε τις συντεταγμένες της πηγής που ξέρουμε την 
κίνηση της. Για x=0m η εξίσωση κύματος είναι η εξίσωση της ταλάντωσης της πηγής. 

𝑦 = 0.4⁡𝑠𝑖𝑛[−2𝜋(20𝑡) + 𝜑)] 

Και ξέρουμε εξ’ αρχής ότι η πηγή δεν έχει αρχική φάση. Άρα φ = 0 rad.  

 

𝒚 = 𝟎. 𝟒⁡𝒔𝒊𝒏[𝟐𝝅(𝟐𝟎𝒕 −
𝒙

𝟖
))] , (t σε s, y σε cm) 

 

c) Πότε δύο σημεία βρίσκονται σε ίδια φάση;  

Σκεφτείτε το εξής ότι όταν έχω είτε το ημίτονο, είτε το συνημίτονο, άμα κάνω έναν πλήρη 
κύκλο από το σημείο που βρίσκομαι δε θα έχω επιστρέψει στο ίδιο σημείο.  

Με άλλα λόγια :  
cos(𝜑) = cos(𝜑 + 2𝜋) = cos(𝜑 + 𝜉⁡2𝜋) , ό𝜋𝜊𝜐⁡𝜉 = 0, ±1, ±2… 

sin(𝜑) = sin(𝜑 + 2𝜋) = sin(𝜑 + 𝜉⁡2𝜋) , ό𝜋𝜊𝜐⁡𝜉 = 0,±1,±2… 

Άρα για δύο σημεία θέλω η φάση τους να διαφέρει κατά ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π. 

Δηλαδή : kx1 = kx2 +ξ 2π   Άρα : x2 – x1 =ξ 2π/k        ή        x2 – x1 = ξ  λ  ,⁡ό𝜋𝜊𝜐⁡𝜉 = 1,2,3 

 

Εφαρμόζουμε τώρα τον ίδιο συλλογισμό και για τα σημεία με αντίθετη φάση. Δηλαδή όταν το 
ένα σημείο βρίσκεται σε μέγιστο, το άλλο να βρίσκεται σε ελάχιστο. Τι συμβαίνει στους 
τριγωνομετρικούς αριθμούς όταν γυρίσουν μισό κύκλο αυτή τη φορά;  

cos(𝜑⁡ ± 𝜋) = cos(φ)   , καθώς το cos είναι άρτια συνάρτηση  

sin(φ ±𝜋) = ⁡− sin(𝜑), και το sin περιττή  

Στην περίπτωση μας που το κύμα είναι ημίτονο, βλέπουμε ότι όταν το ένα σημείο θέλουμε να 
είναι στη θέση +Α και το άλλο στην -Α, θα πρέπει να έχουν διαφορά φάσης π. 

Δηλαδή : kx1 = kx2 + b π ,  όπου b = 1,3,5….. 

Άρα : x2 – x1 =b π/k        ή        x2 – x1 = b  λ/2  ,⁡ό𝜋𝜊𝜐⁡𝑏 = 1,3,5,7… 

Που όπως βλέπουμε πήρα μόνο τις περιττές λύσεις, διαφορετικά θα είχα και τα σημεία με 
την ίδια φάση.  

Μπορούμε να το γράψουμε και : ή        x2 – x1 =( 2w+1)  λ/2  ,⁡ό𝜋𝜊𝜐⁡𝑤 = 0,1,2,3, … 

 

Άρα για να βρούμε το σύνολο των σημείων που είναι μεταξύ xA = 27cm και xB =36cm και έχουν 
αντίθετη φάση με την πηγή Ο.  



Θα πρέπει να ισχύουν τα παρακάτω :  

1) x2  – x1 = x2  , καθώς το x1 = 0 που είναι η συντεταγμένη της πηγής  
2) x2  – x1 

  = ( 2w+1)  λ/2, όπως αποδείξαμε παραπάνω με w =0,1,2… 
3) xA ≤ x2 ≤ xB   , καθώς θέλουμε να είναι ενδιάμεσα του xA και xB . 

 

Συνδυάζοντάς τα : 

xA ≤⁡ (⁡2𝑤 + 1)
𝜆

2
≤ xB

⁡
⇔ 

⁡
⇔24 ≤ ⁡ (⁡2𝑤 + 1)

8

2
≤ 36

⁡
⇔ 

⁡
⇔24 ≤ ⁡ (⁡2𝑤 + 1)

8

2
≤ 36

⁡
⇔ 

 

⁡
⇔24 ≤ ⁡ (⁡2𝑤 + 1)

8

2
≤ 36

⁡
⇔ 

⁡
⇔6 ≤⁡ (⁡2𝑤 + 1) ≤ 9 

Η ανισότητα αυτή ισχύει για w = 3  και w = 4 

Δηλαδή για τα σημεία : x21 = (2x3 +1)x4 =28cm  και  x22= (2x4 + 1)x4 = 36cm  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Ερωτήσεις κατανόησης: 

1) Από τα φυσικά μεγέθη που περιλαμβάνονται στην 
εξίσωση αρμονικού κύματος, αυτό που είναι 
ανεξάρτητο από όλα τ’ άλλα είναι:  

i. Συχνότητα 
ii. Μήκος κύματος 

iii. Ταχύτητα διάδοσης 
iv. Πλάτος 

2) Όταν ένα κύμα αλλάζει μέσο διάδοσης, τότε 
μεταβάλλεται:  

i. Η ταχύτητα και το μήκος κύματος του 
κύματος 

ii. Η συχνότητα και το μήκος κύματος του 
κύματος 

iii. Μόνον η ταχύτητα διάδοσης. 
iv. Μόνον το μήκος κύματος του κύματος.  

3) Το εγκάρσιο αρμονικό κύμα διαδίδεται προς τα δεξιά. 

 

Αν x=12cm, το μήκος κύματος είναι:  
 
α) λ = 4cm     β)  λ = 8cm      γ) λ = 6cm  δ) λ=16cm 



4) Το διάγραμμα του παρακάτω σχήματος 
παριστάνει το στιγμιότυπο ενός αρμονικού 
κύματος τη χρονική στιγμή t=T, όπου Τ η 
περίοδος του κύματος. 

 
 

 
Η μορφή του στιγμιότυπου για t’ = t + T/2 δίνεται 
από το διάγραμμα:  

Α)      Β) 

 
 

  

 
 
 
 
 
 

  Γ)      Δ) 

 

 

 

 



 

5) Το στιγμιότυπο ενός αρμονικού κύματος που 
διαδίδεται προς το θετικό ημιάξονα περιγράφεται από 
την εξίσωση:  

a. 𝜃(𝑡) = 2𝜋⁡(𝑡
𝑇
−
𝑥

𝜆
) 

b. y = 𝐴⁡sin⁡[2𝜋 (𝜎𝜏𝛼𝜃.− 𝑥
𝜆
)] 

c. y = 𝐴⁡sin⁡[2𝜋 (𝑡
𝑇
− 𝜎𝜏𝛼𝜃, )] 

d. y = 𝐴⁡sin⁡[2𝜋 (𝑡
𝑇
−
𝑥

𝜆
, )] 

 
 
 
 
 

Λύσεις στις ερωτήσεις κατανόησης: 

 

1) Η ταχύτητα διάδοσης εξαρτάται από τις ιδιότητες του μέσου διάδοσης. 
Η συχνότητα εξαρτάται από την πηγή που παράγει τη διαταραχή. 
Λόγω της σχέσης που τα συνδέει u=λf, καταλαβαίνουμε ότι αυτά τα τρία μεγέθη 
εξαρτώνται άμεσα. Το πλάτος από την άλλη εξαρτάται στο πόση ενέργεια δίνει η πηγή 
στο σύστημα. Άρα καταλαβαίνουμε ότι είναι ανεξάρτητο από τα υπόλοιπά. 
Άρα σωστή απάντηση το iv. 
 

2) Όπως είπαμε και παραπάνω, η ταχύτητα εξαρτάται από το μέσο διάδοσης και η 
συχνότητα από την πηγή. Άρα αφού ισχύει u=λf και αλλάζουμε το μέσο και όχι την πηγή, 
επειδή η σχέση ισχύει σε κάθε μέσο, προκειμένω να διατηρηθεί η σταθερότητα της 
συχνότητας, καταλαβαίνουμε ότι και το λ θα αλλάξει, καθώς και το u αφού είπαμε ότι 
εξαρτάται άμεσα από το μέσο διάδοσης. Άρα σωστή απάντηση το i. 
 

3) Το κύμα έχει διαδοθεί απόσταση 𝑥 = 𝜆 + 𝜆

2
 άρα λ = 8cm. Σωστή απάντηση το β) 

 
4) H σωστή απάντηση είναι το B). Το κύμα τη χρονική στιγμή t=T. Θα έχει διαδοθεί μέχρι τη 

θέση x=uT. Τη χρονική στιγμή t= T+T/2 θα έχει διαδοθεί μέχρι τη θέση x=u(T+T/2). Όμως 
δεν ξεχνάμε ότι το κάθε σημείο του μέσου εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση. Άρα 
περιμένουμε ότι σε χρόνο Τ/2 τα σημεία θα βρίσκονται σε αντίθετες απομακρύνσεις απ’ 
ότι σε χρόνο 0 ή Τ. Σαφώς το κύμα θα προχωρήσει κατά u(T/2), αλλά πρέπει να 
προσέξουμε τη θέση των σημείων που ταλαντώνονταν ήδη. Δείτε το σχήμα που 
ακολουθεί:  



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5) Το στιγμιότυπο αποτελεί “φωτογραφία” του κύματος μία δεδομένη χρονική στιγμή. 
Δηλαδή μας δίνει πληροφορία για όλο το κύμα τη δεδομένη χρονική στιγμή, για το που 
έχει φτάσει η διαταραχή και για το ποιες είναι οι απομακρύνσεις από τη θέση ισορροπίας 
του κάθε σημείου του μέσου τη δεδομένη χρονική στιγμή. 
Γενικά η εξίσωση που ξέρουμε είναι η εξής: 

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝐴 sin(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡) = 𝛢sin⁡[2𝜋 (
𝑥

𝜆
−
𝑡

𝑇
)]= f(x,t)   = συνάρτηση των  x και t 

 
Στο στιγμιότυπο θέλουμε για μια δεδομένη χρονική στιγμή t=to, άρα :  

𝑦(𝑥, 𝑡𝜊) = 𝐴 sin(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡𝜊) = 𝛢sin⁡[2𝜋 (
𝑥

𝜆
−
𝑡𝜊

𝑇
)]= f(x) = συνάρτηση μόνο x 

 
Άρα σωστή η b)    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

Συμβολή κυμάτων 
 
 
 
 
 
 

 
Στην τελευταία εξίσωση βάλαμε m = 1 καθώς συχνά υπολογίζουμε την φάση στο εύρος από −π 
έως π (ή από 0 έως 2π). 

 

 

 

 

 



 


